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การสรางตาขายสามเหลี่ยมสําหรับระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตและไฟไนตวอลุม 
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บทคัดยอ 
เทคนิคการสรางตาขายไดถูกใชงานอยางแพรหลายสําหรับงานดานวิศวกรรมรวมถึงงานที่สัมพันธกับแบบจําลองทาง

ฟสิกสที่สามารถอธิบายไดโดยสมการเชิงอนุพันธยอย บทความน้ีอธิบายกระบวนการสรางสามเหล่ียมเดอลอนเนในสองมิติอัน
ประกอบดวยเทคนิควิธีการสรางตาขาย เทคนิคการสรางจุดตอ เทคนิคการทําใหตาขายสม่ําเสมอ และเทคนิคการปรับตัวไดโดย
อัตโนมัติ อัลกอริทึมที่ถูกนําเสนอสามารถสรางตาขายสําหรับรูปทรงเรขาคณิตใด ๆ ทั้งโดเมนอยางงายและโดเมนที่ประกอบดวย
หลายขอบเขต เทคนิคดังกลาวจะสรางตาขายขึ้นมาใหมโดยขึ้นกับผลลัพธที่ไดจากการจําลองโดยใชตาขายของระเบียบวิธีไฟไนต 
เอลิเมนตและไฟไนตวอลุม โดยที่เอลิเมนตในบริเวณที่อัตราการเปลี่ยนแปลงของผลลัพธมากจะมีขนาดเล็กลง และเอลิเมนตใน
บริเวณที่อัตราการเปล่ียนแปลงของผลลัพธนอยจะมีขนาดโตขึ้น สุดทายสมรรถนะของกระบวนการสรางตาขายสามเหล่ียมแบบไร
ระเบียบจะถูกประเมินบนโดเมนที่มีขอบเขตอยางงายและที่มีหลายขอบเขตของปญหาทางกลศาสตรการคํานวณตาง ๆ 
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Triangular Mesh Generation for Finite Element/Finite Volume Methods 
 

Sutthisak Phongthanapanich 
 
 

Abstract 
Mesh generation techniques are widely employed in various engineering fields including those related to physical 

models described by partial differential equations. This paper describes the two-dimensional Delaunay triangulation procedure 
consisting of mesh generation, node creation, mesh smoothing, and adaptive remeshing technique. The proposed algorithm can 
generate mesh of arbitrary geometry for both simply connected and multi-boundary domains. The technique generates an entirely 
new mesh based on the solution obtained from simulation using the previous finite element/finite volume meshes; such that 
elements in regions with large changes of solution gradients become smaller and elements in areas with little changes of solution 
gradients grow larger. Finally, the performance of the proposed unstructured triangular mesh regeneration procedures are 
evaluated on both simply- and multi-connected boundaries domain of computational mechanics problems. 
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1. บทนํา 
 การแบงแยกโดเมนสําหรับการคํานวณเปนขั้นตอนแรก
สําหรับกระบวนการหาคําตอบของปญหาทางวิศวกรรมโดย
ใชระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตและไฟไนตวอลุม [1-3] 
หลักการโดยทั่วไปการแบงแยกโดเมนออกเปนตาขาย
สามเหล่ียมแบบไรเบียบ (Unstructured triangular mesh) จะ
เริ่มตนดวยการสรางจุดตอ (Node) จากนั้นจึงทําการตอจุดตอ
สามจุดที่อยูใกลกันเปนตาขายสามเหล่ียม โดยเทคโนโลยีการ
สรางตาขายสามเหล่ียมที่เปนที่ยอมรับในปจจุบันสามารถแบง
ออกไดเปน 3 กลุมใหญ ๆ กลาวคือ วิธี Octree/Quadtree [4,5] 
ซึ่งหลักการโดยสําคัญของวิธีดังกลาวเริ่มตนดวยการสราง
สี่เหล่ียมครอบโดเมนจะเรียกสี่เหล่ียมดังกลาววา Root จากน้ัน
จึงทําการแบงพ้ืนที่ของสี่เหล่ียมใหเล็กลงจากสี่เหล่ียมหน่ึงรูป
เปนสี่เหล่ียมสี่รูป และเรียกสี่เหล่ียมที่เกิดขึ้นจาก Root วา 
Leaf  ซึ่งเปนแนวคิดคลายกับแผนภูมิตนไมไบนารี (Binary 
tree)  ถัดไปก็จะเปนการตรวจสอบดานของสี่เหล่ียมที่ตัดกับ
ขอบของโดเมน  ก็ใหทําการคํานวณจุดตัดและแทรกจุดตอลง
ตรงจุดตัดดังกลาว  และลบท้ิงของของตาขายสี่เหล่ียมที่อยู
นอกโดเมน ลําดับสุดทายก็จะเปนการแบงสี่ เหล่ียมที่ได
ออกเปนตาขายสามเหล่ียมสองรูป สวนวิธี Advancing Front  
[6,7] จะเริ่มตนดวยการสรางจุดตอตามขอบของโดเมนจากน้ัน
ใหเลือกเสนตอระหวางจุดตอขึ้นมาหน่ึงเสน เรียกวา Front 
เพ่ือทําการสรางตาขายสามเหลี่ยมดานเทาขึ้นมา  แลวทําการ
ลบทิ้ง Front ดังกลาวออกจากบัฟเฟอร พรอมทั้งกําหนดให
เสนขอบที่เหลืออีกสองดานของสามเหลี่ยมที่ถูกสรางขึ้นมา
ใหมเปน Front สําหรับเลือกใชในอนาคตโดยเก็บใสลงใน
บัฟเฟอร และกระบวนการเลือก Front  แลวสรางตาขาย
สามเหล่ียมจะดําเนินไปเรื่อยๆจากขอบของโดเมนเขาสูพ้ืนที่
ดานในของโดเมน  และสุดทายวิธี Delaunay triangulation 
เปนวิธีการสรางตาขายสามเหล่ียมที่ไดรับความนิยมมากท่ีสุด 
[8]  เน่ืองจากสามารถที่จะใหเอลิเมนตสามเหล่ียมที่มีคุณภาพ
คอนขางดีอันเน่ืองมาจากเง่ือนไขเดอลอนเน หรือเรียกอีก
อย า งว าคุณสมบั ติ ว งกลมล อมรอบว า ง เปล า  (Empty 
circumcircle) อันเน่ืองมาจากตาขายสามเหล่ียมเดอลอนเน 
จะตองเปนตาขายสามเหล่ียมที่จุดปลายทั้งสามตองไมอยู

ภายในวงกลมที่ลอมรอบและลากผานจุดปลายทั้งสามของตา
ขายสามเหล่ียมอื่น  ซึ่งเปนหลักการท่ีสําคัญของเทคนิคการ
สรางตาขายสามเหล่ียมเดอลอนเน ดวยเหตุผลดังกลาวจึงทํา
ใหสามเหล่ียมเดอลอนเน  เปนสามเหล่ียมที่มีมุมภายในที่เล็ก
ที่สุดโตกวาสามเหล่ียมที่สรางโดยวิธีอื่น ๆ 
 สํ าหรับบทความ น้ีจะนํา เสนอกระบวนการสร า ง
สามเหล่ียมเดอลอนเนในสองมิติอันประกอบดวยเทคนิค
วิธีการสรางตาขาย เทคนิคการสรางจุดตอ เทคนิคการทําใหตา
ขายสมํ่าเสมอ  และเทคนิคการปรับตัวไดโดยอัตโนมัติ 
นอกจากน้ีเทคนิคการปรับตัวไดโดยอัตโนมัติไดถูกพัฒนาขึ้น
มาใหม และทําการผนวกเขากับการสรางสามเหล่ียมเดอ
ลอนเนเพ่ือใชเพ่ิมความแมนยําของระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตและไฟไนตวอลุม เทคนิคดังกลาวจะสรางตาขายขึ้นมา
ใหมโดยขึ้นกับผลลัพธที่ไดจากการจําลองโดยใชตาขายของ
ระเบียบวิธีไฟไนต เอลิเมนตและไฟไนตวอลุม  สุดทาย
สมรรถนะของกระบวนการสรางตาขายสามเหลี่ยมแบบไร
ระเบียบจะถูกประเมินดวยปญหาทางกลศาสตรการคํานวณ
ตาง ๆ  
 

2. การสรางสามเหลี่ยมเดอลอนเน 
 การสรางสามเหล่ียมเดอลอนเน สามารถที่จะดําเนินการ
ภายหลังจากที่ทําการสรางแผนผังโวโรนอยเสร็จเรียบรอย ซึ่ง
แผนผังโวโรนอยเปนพ้ืนที่รูปทรงหลายเหล่ียมลอมรอบจุดที่
กําหนด ดังน้ัน จึงสามารถกลาวไดวาแผนผังโวโรนอยเปน
รูปทรงทางเรขาคณิตที่มีความเปนคูกับสามเหลี่ยมเดอลอนเน  
ดวยเหตุผลดังกลาวจึงขอกลาวถึงนิยามและคุณสมบัติพ้ืนฐาน
ของแผนผังโวโรนอยและสามเหล่ียมเดอลอนเนสําหรับ
ระนาบในสองมิติ เพ่ือเปนพ้ืนฐานในการทําความเขาใจวิธีการ
สรางสามเหล่ียมแบบปรับตัวไดตอไป 
 แผนผังโวโรนอย (Voronoi diagram)  ถูกนําเสนอและ
นํามาขยายความสูการสรางแผนผังโวโรนอยโดย โวโรนอย 
(Voronoi) และดีริคเลท (Dirichlet) [9,10]  โดยนิยามในดาน
เรขาคณิตการคํานวณแผนผังโวโรนอย หมายถึง แผนผังที่ได
จากการแบงโดเมนออกเปนกลุมของรูปทรงหลายเหล่ียม  โดย
ถาหากกําหนดใหมีจุดตอภายในโดเมน nkPk ,,1 , K=  เรา
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สามารถที่สรางพ้ืนที่ของรูปหลายเหล่ียม nkVk ,,1 , K=  
ลอมรอบจุดตอดังกลาว  โดยแตละพ้ืนที่ของรูปทรงหลาย
เหล่ียมจะลอมรอบจุดตอเพียงจุดเดียว  ซึ่งจะทําใหระยะหาง
ต้ังฉากจากจุดตอไปยังขอบของรูปทรงหลายเหล่ียมจะเปน
ระยะทางที่สั้นที่สุด  เมื่อเทียบกับระยะหางจากจุดตอของพ้ืนที่
ของรูปทรงหลายเหลี่ยมที่ลากมายังขอบของรูปทรงหลาย
เหล่ียมดังกลาว ดังแสดงตัวอยางในรูปที่ 1 

 
รูปท่ี 1 แผนผังโวโรนอยของจุดตอภายในโดเมน 

 
รูปท่ี 2 ระยะหางที่เทากันของระยะทางจากจุดตอมายังเสน
ขอบเขตรวม 
 ดังน้ันจากนิยามขางตน ความหมายของแผนผังโวโรนอย
ของจุด p  ใด ๆ (พ้ืนที่ของรูปทรงหลายเหล่ียมลอมรอบจุดตอ 

p  ใด ๆ) สามารถเขียนในรูปแบบของสมการเซตได ดังน้ี 

    { }jk, P pP p pV jkk ≠∀−<−×∈= :RR      (1) 

 จากสมการ  (1) สามารถกลาวไดวาเสนขอบเขตของ
แผนผังโวโรนอยแตละดานตองวางอยูตองก่ึงกลางระหวางจุด
ตอสองจุดตอที่เสนขอบเขตดังกลาวเปนเสนขอบเขตรวม    
ดังแสดงในรูปที่ 2 หรือกลาวอีกนัยหน่ึงไดวาระยะทางจากจุด
ใด ๆ บนเสนขอบเขตของแผนผังโวโรนอยไปยังจุดตอทั้ง 

สองดานตองมีคาเทากันเสมอและถาหากพิจารณาจากจุดใด ๆ 
ภายในโดเมนสองมิติ RR ×∈p ตามนิยามของแผนผังโวโร
นอยตองไมมีจุดตอมากกวา 1 จุดอยูภายในบริเวณพ้ืนที่โวโร
นอยเดียวกัน แตถาหากมีจุด p  ใดก็ตามที่ถูกเปนเจาของโดย
มากกวาหน่ึงพ้ืนที่โวโรนอย  จุด p  ดังกลาวตองอยูบนเสน
ขอบเขตของพื้นที่โวโรนอยเสมอ 
 เมื่อพิจารณาจากรูปที่ 2 การลากเสนตรงตอเช่ือมระหวาง
จุดตอ 3 จุดที่อยูภายในพ้ืนที่โวโรนอยท่ีมีเสนขอบเขตรวม
เดียวกันก็จะไดรูปทรงสามเหล่ียม โดยคุณสมบัติของรูปทรง
สามเห ล่ียมดังกล าว  คือ  เสนขอบทั้ งสามของรูปทรง
สามเหล่ียมเปนเสนที่แบงระยะทางก่ึงกลางของระยะทาง
ระหวางจุดตอทั้งสองของสองพ้ืนที่โวโรนอยที่มีเสนขอบเขต
รวมเดียวกัน รูปทรงสามเหล่ียมที่เกิดขึ้นจากกระบวนการ
ดังกลาวจะถูกเรียกวาสามเหล่ียมเดอลอนเน  (Delaunay 
triangle)  ในทางทฤษฎีสามเหล่ียมเดอลอนเนจะถูกนิยามให
เปนกราฟ (Graph) โดยเมื่อลากวงกลมลอมรอบผานจุดปลาย
ทั้งสามของรูปทรงสามเหล่ียม  จะตองไมมีจุดตออื่นใดอยู
ภายในวงกลมดังกลาว ยกเวนจุดปลายท้ังสามของรูปทรง
สามเหล่ียมเองซึ่งจะอยูบนเสนรอบวงกลม  คุณลักษณะ
ดังกลาวของสามเหลี่ยมเดอลอนเนถูกเรียกวาคุณสมบัติ
วงกลมลอมรอบวางเปลา (Empty circumcircle) [11] 
คุณสมบัติดังกลาวเปนคุณสมบัติที่มีความสําคัญเปนอยางยิ่ง 
และสามารถนํามาใชเปนเง่ือนไขในการสรางสามเหล่ียมเดอ
ลอนเน จากจุดตอทั้งหมดภายในโดเมน 

 
รูปท่ี 3 ตัวอยางสามเหล่ียมเดอลอนเนและคุณสมบัติวงกลม
วางเปลา 
 รูปที่  3 แสดงตัวอยางสามเหล่ียมเดอลอนเนโดยจุด
ศูนยกลางของวงกลมลอมรอบผานจุดปลายทั้งสามของ
รูปทรงสามเหล่ียม หมายถึง จุดปลายของแผนผังโวโนอย ซึ่ง
ถูกแสดงดวยวงกลมโปรง และในทางปฏิบัติจุดศูนยกลาง
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ดังกลาวสามารถที่จะอยูภายในหรือภายนอกพ้ืนที่ของรูป  
ทรงสามเหล่ียมก็ได  ดังน้ัน เมื่อทําการลากเสนตรงตอเช่ือม
ระหวางสองจุดตอที่มีเสนขอบเขตของพ้ืนที่โวโรนอยรวมกัน
ทั้งหมดภายในแผนผังโวโรนอย ก็จะไดรูปทรงสามเหล่ียมที่
เรียกวา สามเหล่ียมเดอลอนเน ดังตัวอยางในรูปที่ 4 [12] 

 
รูปท่ี 4 แผนผังโวโรนอยและสามเหลี่ยมเดอลอนเน 

 
รูปท่ี 5 เสนขอบเขต ab มีคุณสมบัติเดอลอนเนเฉพาะที่ 
 

 เมื่อพิจารณาถึงการแบงพ้ืนที่โดเมนออกเปนรูปทรง
สามเหล่ียมใด ๆ  สามเหลี่ยมที่ไดจะประกอบดวยจุดปลาย
และเสนขอบเขตของสามเหล่ียม  โดยเสนขอบเขตของ
สาม เห ล่ียม  มีคุณสมบั ติ เดอลอนเน เฉพาะที่  (Locally 
Delaunay) ก็ตอเมื่อ เสนขอบเขตที่เปนสมาชิกของสามเหล่ียม
เพียงสามเหล่ียมเดียว ตองเปนเสนขอบเขตของโดเมน และ
เสนขอบเขตที่เปนสมาชิกของสองสามเหลี่ยม เชนดังตัวอยาง
ในรูปที่ 5 เสนขอบเขต ab เปนสมาชิกของสามเหล่ียม abc 
และ adb จุด d ตองอยูภายนอกวงกลมลอมรอบสามเหล่ียม 
abc เสมอ เสนขอบเขต ab จึงจะมีคุณสมบัติเดอลอนเน
เฉพาะที่  และถาหากเสนขอบเขตของสามเหลี่ยมทุก ๆ เสน
ภายในโดเมนมีคุณสมบัติเดอลอนเนเฉพาะที่ สามเหล่ียม
ทั้งหมดภายในโดเมนเปนสามเหล่ียมเดอลอนเน 
 จากรูปที่ 5 เมื่อรวมสามเหล่ียม abc และ adb เขาดวยกัน ก็
จะไดรูปสี่เหล่ียมมุมแหลม adbc (Convex quadrilateral) และ
เมื่อทําการแบงสี่เหล่ียมมุมแหลมออกเปนสามเหลี่ยมสองรูป 

สามารถกระทําได 2 วิธี วีธีแรกเปนการแบงสี่เหล่ียมมุมแหลม
ดวยเสน ab ซึ่งจะไดสามเหลี่ยม abc และ adb ซึ่งเปน
สามเหล่ียมเดอลอนเน  สวนวีธีที่สองเปนการแบงสี่เหล่ียมมุม
แหลมดวยเสน cd ซึ่งจะไดสามเหล่ียม adc และ bcd ซึ่งไมเปน
สามเหล่ียมเดอลอนเน  ดังน้ัน การสรางสามเหล่ียมเดอลอนเน
จากสี่เหล่ียมใด ๆ สามารถกระทําไดโดยการกลับเสนขอบเขต
รวมของสามเหล่ียมสองรูปที่อยูติดกัน ดังเชนในกรณีของรูป
ที่ 6 สามเหล่ียม adc และ bcd สามารถแปลงใหเปนสามเหล่ียม
เดอลอนเนไดดวยการกลับเสนขอบเขตรวมของสามเหล่ียมทั้ง
สอง จากเสน cd มาเปนเสน ab เปนตน กระบวนการดังกลาว
สามารถประยุกตใชกับสามเหล่ียมใด ๆ ภายในโดเมนสองมิติ 
โดยสามเหล่ียมที่ไดจะเปนสามเหล่ียมเดอลอนเนเสมอ ซึ่ง
กระบวนการดังกลาวถูกเรียกวา อัลกอริทึมการกลับดาน 
(Edge-flip algorithm) [8] 

 
รูปท่ี 6 ซายมือสามเหล่ียมเดอลอนเนและขวามือไมเปน 
สามเหล่ียมเดอลอนเน 

 
รูปท่ี 7 มุมภายในสามเหล่ียม 
  

 เมื่อพิจารณารูปที่ 7 สามเหล่ียม adc และ bcd ซึ่งไมเปน
สามเหล่ียมเดอลอนเน มีมุมภายในดังน้ี 2221 ,, γδαα +  และ 

1121 ,, δγββ +  ตามลําดับ สวนสามเหลี่ยม abc และ adb ซึ่ง
เปนสามเหล่ียมเดอลอนเนมีมุมภายในดังน้ี 2111 ,, γγβα +  
และ  2212 ,, βδδα +  ตามลํา ดับ   โดยอาศั ยความรู ด าน
เรขาคณิตเก่ียวกับความสัมพันธของดานทั้งสี่ของสี่เหล่ียมมุม
แหลม abcd และมุมภายในที่เกิดจากดานทั้งสี่ พบวา 
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 การสรางสามเหล่ียมเดอลอนเน  สามารถแบงออกไดเปน
สองขั้นตอนหลัก  ๆ   ดังน้ี   ขั้นตอนที่หน่ึงเปนการสราง
สามเหล่ียมเดอลอนเนใหกับจุดตอที่อยูบนเสนขอบเขตของ
โดเมน (Boundary triangulation)  และขั้นตอนที่สองเปนการ
สรางสามเหล่ียมเดอลอนเนภายในโดเมนโดยการแบงยอย
สามเหล่ียมเดอลอนเนที่ไดจากขั้นตอนที่หน่ึง  ดวยวิธีการ
สรางจุดตอภายในโดเมนแบบอัตโนมัติ (Automatic node 
insertion) โดยดําเนินการพรอม ๆ กับการตรวจสอบระยะหาง
ระหวางจุดตอที่มีอยูแลวกับจุดตอที่ตองการแทรกเขาไปใหม  
เพ่ือปองกันการเกิดสามเหล่ียมที่มีรูปรางแบนราบจนเกินไป 
(Sliver triangle) ซึ่งจะมีผลตอความถูกตองของผลลัพธที่ได
จากการคํานวณดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  สําหรับอัลกอริทึม
ในการสรางสามเหล่ียมเดอลอนเนในบทความน้ีจะอางอิงถึง
อัลกอริทึมที่พัฒนาโดยโบวเยอรและวัตสัน (Bowyer and 
Watson) [9,10]  ซึ่งไดนําเสนอวิธีการทดสอบจุดตอภายใน
วงกลม (In-circle test)  มาใชในการทดสอบคุณสมบัติเดอ
ลอนเนของสามเหล่ียม โดยการแทรกจุดตอลงในโดเมนท่ีถูก
แบงดวยสามเหล่ียมเดอลอนเนดังที่กลาวมาแลวขางตน 
สามารถเขียนความสัมพันธระหวางสามเหล่ียมเดอลอนเน
ทั้งหมดกอนการแทรกจุดตอ )( iTp  และสามเหล่ียมเดอ
ลอนเนทั้งหมดภายหลังการแทรกจุดตอ )( 1+iTp  ดังน้ี 

                      ppii BCTT +−=+1
                                    (3) 

โดยท่ี 
pC  หมายถึง เซตของสามเหล่ียมเดอลอนเนที่ถูกลบทิ้ง

ซึ่งทําใหเกิดพ้ืนที่วาง  และ 
pB  หมายถึง เซตของสามเหลี่ยม

เดอลอนเนที่ถูกสรางขึ้นมาใหมดวยการลากเสนตอจากจุดตอ
ทั้งหมดของพื้นที่วางมายังจุดตอ p  
 อั ล ก อ ริ ทึ ม ก า ร ส ร า ง ส า ม เ ห ล่ี ย ม เ ด อ ล อ น เ น 
(DelaunayTriangulation) ประกอบดวยกระบวนการหลัก ๆ 
สองประการ  ดังน้ี ประการที่หน่ึงการแบงจุดตอบนเสน
ขอบเขตของโดเมน และประการท่ีสองการลากเสนเช่ือมโยง
จุดตอดังกลาวเพ่ือแบงพ่ืนที่ของโดเมนออกเปนสามเหลี่ยม

ภายใตเง่ือนไขสามเหล่ียมเดอลอนเน ดังแสดงในอัลกอริทึมที่ 
1 ขางลาง 
อัลกอริทมึที่ 1  DelaunayTriangulation( pTP ,, ) 
1. กําหนดให nkP ,,1, K=  เปนเซตของจุดตอทั้งหมดบน

เสนขอบเขตของโดเมน  โดยลําดับของจุดตอบนเสน
ขอบเขตภายนอกของโดเมนจะตองจัดเก็บตามลําดับแบบ
ทวนเข็มนาฬิกา  ถาหากเปนจุดตอบนเสนขอบเขตภายใน
ของโดเมน  และจัดเก็บตามลําดับแบบตามเข็มนาฬิกา 
และกําหนดให T  เปนเซตวางของสามเหล่ียมเดอลอนเน 

2. กําหนดให ip  เปนจุดตอหมายเลข i ของเซต P  และ it  
เปนสามเหล่ียมเดอลอนเนหมายเลข i ของเซต T  

3. สรางสามเหล่ียมเริ่มตนลอมรอบจุดทั้งหมดของเซต P  
และกําหนดใหเปนสมาชิกของเซต T  

4. อานจุดตอ ip  ลําดับถัดไปจากเซต P  
5. คนหาสามเหล่ียม it  ของเซต T ที่บรรจุจุดตอ ip  ภายใน 

ซึ่งสามารถกระทําไดโดยใชวิธีของลอวสัน (Lawson 
searching method) [11] 

6. ลบทิ้งสามเหล่ียม it  ทั้งหมดที่ไมผานคุณสมบัติวงกลม
ลอมรอบวางเปลาออกจากเซต T  จากนั้นทําการสราง
สามเหล่ียมเดอลอนเนขึ้นมาใหมดวยวิธีที่ไดอธิบาย
หัวขอ 3.2.1 ขางตน  และกําหนดใหสามเหล่ียมเดอ
ลอนเนที่ถูกขึ้นมาใหมเปนสมาชิกของเซต T  

7. ทําซ้ําตามขั้นตอนที่ 4 ถึง 6 จนกระทั่งจุดตอทั้งหมดของ
เซต P  ถูกพิจารณา 

8. ลบทิ้ งสามเหล่ียมทั้ งหมดที่อยูภายนอกโดเมน  ซึ่ ง
ประกอบดวยสามเหลี่ยมทั้งหมดที่มีจุดตอรวมกับจุดตอ
ของสามเหล่ียมเริ่มตน หรือสามเหล่ียมที่มีจุดตอทั้งหมด
อยูบนเสนขอบเขตภายในของโดเมน และเปน
สามเหล่ียมที่มีผลคูณไขว (Cross product) ของดานรวม
ทั้งสองของสามเหล่ียมมีคานอยกวาศนูย 

 สําหรับการสรางจุดตอภายในโดเมนสําหรับวิทยานิพนธ
ฉบับน้ีจะใชเทคนิคที่แนะนําในเอกสารอางอิง [14] โดยการ
สรางจุดตอภายในโดเมนโดยอัตโนมัติ จะถูกควบคุมดวย
พารามิเตอรที่สําคัญสองตัว คือ สัมประสิทธิ์อัลฟา (α ) เปน
คาสัมประสิทธิ์สําหรับการตรวจสอบระยะหางระหวางจุดตอ
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ที่ตองการแทรกและจุดตอทั้งสามของสามเหลี่ยม ซึ่งจะมีผล
ตอความหนาแนนของสามเหลี่ยม  สวนสัมประสิทธิ์เบตา 
( β ) เปนคาสัมประสิทธิ์สําหรับการทดสอบระยะหางระหวาง
จุดตอในบริเวณใกลเคียงที่มีอยูแลวกับจุดตอที่ตองการแทรก
เขาไปใหม  ซึ่งจะมีผลตอรูปรางของสามเหล่ียมที่ถูกสราง
ขึ้นมาใหม  หลังจากที่จุดตอที่ ถูกสรางขึ้นมาใหมภายใน
โด เมนผ านการทดสอบด ว ยค าสั มประสิ ทธิ์ ทั้ ง สอง  
สามเหลี่ยมเดอลอนเนก็จะถูกสรางขึ้นมาดวยอัลกอริทึม 
DelaunayTriangulation ดังที่ไดกลาวมาแลวขางตนทุก
ประการ  โดยอัลกอริทึมสําหรับการสรางจุดตอภายในโดเมน
โดยอัตโนมัติ (MeshRefinement)  มีดังน้ี 
อัลกอริทึมที่ 2  MeshRefinement( iterationTP ,,,, βα ) 
1. กําหนดให nkP ,,1, K=  เปนเซตของจุดตอทั้งหมดบน

เสนขอบเขตโดเมน  โดยลําดับของจุดตอบนเสนขอบเขต
ภายนอกของโดเมนตองจัดเก็บตามลําดับแบบทวนเข็ม
นาฬิกา  และจุดตอบนเสนขอบเขตภายในของโดเมนตอง
จัดเก็บตามลําดับแบบตามเข็มนาฬิกา 

2. กําหนดให V  เปนเซตวางของจุดตอที่จะถูกแทรกลง
ภายในโดเมน และ T  เปนเซตของสามเหล่ียมเดอลอนเน
ที่ไดจากอัลกอลิทึม DelaunayTriangulation 

3. คํานวณคาระยะหางของจุดตอ (Nodal spacing value, 

idp )  ซึ่งเปนคาเฉล่ียของระยะหางระหวางจุดตอที่มีดาน
เช่ือมตอกับจุดปลายของสามเหล่ียม โดยคาดังกลาวจะ
เปนคาประจําของทุก ๆ จุดตอภายในโดเมน ดังน้ี  

 ∑ −=
=

M

j
iji pp 

M
dp

1

1      (4) 

 โดยที่ M  หมายถึงจุดตอรอบ ๆ จุดตอ i 
4. อานสามเหล่ียม it  จากเซต T  
5. คํานวณตําแหนงจุดศูนยถวงเอลิเมนตสามเหล่ียม it   เปน

จุดตอ Q  คํานวณคาระยะหางของจุดตอ Q  ดวยสมการ 
(4) และคํานวณระยะหางจากจุดตอ Q  ไปยังจุดปลายท้ัง
สามของสามเหล่ียม it  ( md  โดยที่ m  = 1, 2, 3) 

6. ทําการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ α  โดยถาหาก 

)( qm dpd ⋅< α   สําหรับบางคาของ m  = 1, 2, 3 แสดง

วาจุดตอ Q ไมผานการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ α   ก็ให
กลับไปยังขั้นตอนที่ 4 เพ่ืออานสามเหล่ียมถัดไป 

7. คํานวณระยะหาง 
js  จากจุดตอ Q  ไปยังจุดตอที่ถูก

แทรกกอนหนาน้ี สมมติใหเทากับจํานวน N จุดตอ 
8. ทํ า ก า รทดสอบค า สั มประสิ ท ธิ์  β  โด ยถ า ห า ก 

)( qj dps ⋅< β   สําหรับบางคาของ j = 1, …, N แสดงวา

จุดตอ Q  ไมผานการทดสอบคาสัมประสิทธิ์ β   ก็ให
กลับไปยังขั้นตอนที่ 4 เพ่ืออานสามเหล่ียมถัดไป 

9. จัดเก็บจุดตอ Q  ลงในเซต V  
10. ถาหากยังคงมีสามเหล่ียมที่ยังไมถูกอานจากเซต T   ให

กลับไปยังขั้นตอนที่ 4 เพ่ืออานสามเหล่ียมถัดไป 
11. ทําการแทรกจุดทั้งหมดในเซต V  ลงในโดเมน และสราง

เอลิเมนตสามเหล่ียมดวยอัลกอริทึม
DelaunayTriangulation ขางตน 

12. ทําการวนซ้ําขั้นตอนท่ี 4 ถึง 11 เทากับจํานวนครั้งที่
กําหนดโดยพารามิเตอร iteration  

 โดยปกติสามเหล่ียมเดอลอนเนที่ไดจากการสรางดวย
อัลกอริทึมทั้งสองขางตน  อาจจะยังไมมีคาสัดสวนของดาน
ยาวท่ีสุดและดานที่ต้ังฉากกัน (Aspect ratio) ที่ดีเพียงพอ 
ดังน้ันจึงควรที่จะทําการปรับปรุงรูปรางของสามเหล่ียมใหดี
ขึ้น  โดยการทําใหคาสัดสวนของดานยาวที่สุดและดานที่ต้ัง
ฉากกัน  ของแตละสามเหล่ียมมีคาใกลเคียงกันดวยวิธีลา
ปลาซ (Laplacian smoothing) ซึ่งเปนวิธีที่ไดรับความนิยม
มาก [12]  เน่ืองจากทําใหไดสามเหล่ียมที่มีคุณภาพดีขึ้นและ
เปนวิธีที่สามารถที่จะทํางานไดรวดเร็ว  การปรับปรุงรูปราง
ของสามเหล่ียมดวยวิธีลาปลาซ  เปนการยายตําแหนงพิกัดของ
จุดตอที่ถูกลอมรอบดวยจุดตออื่นๆ ไปยังตําแหนงพิกัดที่ได
จากคาเฉล่ียของตําแหนงพิกัดของจุดตอที่ลอมรอบ เชน 
สมมติวาตองการประยุกตวิธีลาปลาซกับจุดตอ Q  ซึ่งถูก
ลอมรอบโดยจุดตอ M  จุด 

 Mi
M

y
 y 

M

x
x

M

i
i

Qc

M

i
i

Qc  ..., 2, 1,          and 11 =
∑

=
∑

= ==      (5) 

โดยที่ Qcx  และ 
Qcy  เปนตําแหนงพิกัดใหมของจุดตอ Q ใน

แนวแกน x และ y ตามลําดับ 
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3. ตัวอยาง 
 เพ่ือใหเห็นถึงสมรรถนะของอัลกอริทึมที่ไดนําเสนอใน
บทความน้ี โดเมนของปญหาทางกลศาสตรการคํานวณที่
ประกอบดวยรูปทรงที่มีความซับซอนจํานวน 5 ตัวอยาง จะ
ถูกเลือกเพ่ือใชในการทดสอบสรางตาขายสามเหลี่ยมดวย
เทคนิคการสรางสามเหล่ียมเดอลอนเน ตัวอยางที่ 1 เปนการ
แสดงขั้นตอนการสรางตาขายสามเหลี่ยมที่ถูกกําหนดใหทํา
การสรางจุดตอภายในโดเมนโดยอัตโนมัติ  5 ครั้ง 
( 5=iteration ) ภายในโดเมนวงกลมลอมรอบรูปทรง Airfoil 
ดังแสดงในรูปที่ 8 ซึ่งจะเห็นวาตาขายสามเหล่ียมจะถูกทําใหมี
ขนาดเล็กลงทุกครั้งที่มีการสรางจุดตอภายในโดเมนโดย
อัตโนมัติในแตละรอบ โดยตัวอยางน้ีจะกําหนดคาตัวแปร 

5.0=α  และ 6.0=β   

 

 

 
รูปท่ี 8 การสรางสามเหล่ียมภายในโดเมนวงกลมลอมรอบ
รูปทรง Airfoil 

 และรูปที่ 9 แสดงตาขายสามเหล่ียมที่มีคุณภาพดีขึ้น 
ภายหลังการประยุกตใชวิธีลาปลาซ โดยกําหนดใหมีการวน
ซ้ํา 4 รอบ 

 
รูปท่ี 9 ตาขายสามเหล่ียมที่มีคุณภาพดีขึ้น 
  
 ตัวอยางที่ 2 เปนตัวอยางการสรางตาขายสามเหล่ียม
ภายในโดเมนซึ่งเปนรูปทรงของใบเล่ือยดังแสดงในรูปที่ 10 
ซึ่งเปนรูปทรงที่มีความซับซอนกวาตัวอยางที่ผานมา จากรูป
ดังกลาวจะเห็นวาตาขายสามเหลี่ยมที่ไดมีลักษณะที่ใกลเคียง
กับสามเหล่ียมดานเทาซึ่งเปนตาขายสามเหล่ียมที่มีคุณภาพดี
ที่สุด  

 
รูปท่ี 10 ตาขายสามเหล่ียมภายในโดเมนรูปทรงใบเล่ือย 
 
 ตัวอยางที่ 3 เปนตัวอยางการสรางตาขายสามเหล่ียม
ภายในโดเมนรูปบานซึ่งสามารถนํามาใชในการคํานวณ
ทางดานพลศาสตรของไหลดังแสดงในรูปที่ 11 โดเมนของ
ของตัวอยางน้ีไมซับซอนแตสามารถสรางตาขายสามเหล่ียบม
ไดยากกวาสองตัวอยางที่ผานมา เพราะลักษณะของเสนขอบ
โดเมนที่แคบและยาว จะกอใหเกิดตาขายสามเหล่ียมที่มีขนาด
แตกตางกันมาก 
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รูปท่ี 11 ตาขายสามเหล่ียมภายในโดเมนรูปบาน 
 

 ตัวอยางที่ 4 เปนตัวอยางการสรางตาขายสามเหล่ียม
ภายในโดเมนสี่เหล่ียมลอมรอบเครื่องบินรบดังแสดงในรูปที่ 
12 จากรูปจะเห็นวาลักษณะของเสนขอบโดเมนที่แคบและ
ยาว จะกอใหเกิดตาขายสามเหล่ียมที่มีขนาดแตกตางกันมาก
เชนเดียวกับตัวอยางที่ผานมา 
 

 
รูปท่ี 12 ตาขายสามเหล่ียมภายในโดเมนของเครื่องบินรบ 

 
 ตัวอยางที่ 5 ซึ่งเปนตัวอยางสุดทายเปนการสรางตาขาย
สามเหล่ียมภายในโดเมนสี่เหล่ียมลอมรอบกระสวยอวกาศ
พรอมถังเ ช้ือเพลิงดังแสดงในรูปที่  13 ตัวอยางน้ีแสดง
ศักยภาพของอัลกอริทึมที่ถูกนําเสนอในการสรางตาขาย
สามเหล่ียมสําหรับโดเมนที่มีขอบเขตมากกวาหน่ึงขอบเขต 
(ขอบเขตของกระสวยอวกาศ และขอบเขตของถังเช้ือเพลิง) 
จากรูปดังกลาวจะเห็นวาตาขายสามเหล่ียมที่ไดมีลักษณะที่
ใกลเคียงกับสามเหล่ียมดานเทาซึ่งเปนตาขายสามเหล่ียมที่มี
คุณภาพดีที่สุด 

 
รูปท่ี 13 ตาขายสามเหล่ียมภายในโดเมนของเครื่องบินรบ 
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