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บทคัดย่อ

บทความนีม้วีตัถปุระสงค์เพือ่พฒันาวธิบีาวน์ดาร/ีโดเมนเอลิเมนต์ส�าหรับการวเิคราะห์การโก่งเดาะของโครงสร้างแผ่นบาง 

วางบนฐานรากยดืหยุน่ โดยวธิบีาวน์ดาร/ีโดเมนเอลิเมนต์พัฒนาขึน้จากวธิสีมการแอนะล็อก จากหลักการของวธิสีมการแอนะล็อก  

สมการที่น�ามาแทนสมการอนุพันธ์ของปัญหาเดิมคือ สมการอนุพันธ์ที่ไม่ขึ้นต่อกันซึ่งอยู่ภายใต้แหล่งก�าเนิดสมมุติจ�านวน 

สามสมการโดยมีเงื่อนไขขอบเขตแบบเดียวกับปัญหาเดิม ซึ่งประกอบไปด้วยสมการปัวซงจ�านวนสองสมการส�าหรับการ 

ขจัดในระนาบ และสมการการดัดของโครงสร้างแผ่นบางอีกหนึ่งสมการส�าหรับการขจัดตามขวาง จากนั้นค�าตอบของสมการ 

ที่น�ามาแทนท่ีนี้จะสร้างให้อยู่ในรูปของสมการอินทิกรัลจากปัญหาของโปเทนเชียลและปัญหาการดัดของโครงสร้างแผ่นบาง 

ท�าให้การสร้างและการค�านวณฟังก์ชันในสมการอินทิกรัลสามารถท�าได้อย่างสะดวก ส่งผลให้การวิเคราะห์การโก่งเดาะของ

โครงสร้างแผ่นบางวางบนฐานรากยืดหยุ่นสามารถวิเคราะห์ได้โดยง่าย จากนั้นได้เปรียบเทียบผลการวิเคราะห์ที่ค�านวณได้

กับผลการวิเคราะห์แบบแม่นตรงจากงานวิจัยอื่นเพื่อประเมินความน่าเชื่อถือและความถูกต้อง อีกทั้งได้ศึกษาผลกระทบของ

ความแขง็แกร่งของฐานรากยดืหยุน่ ความหนาของโครงสร้างแผ่นบาง ลกัษณะฐานรองรบัในระนาบและอตัราส่วนปัวซงทีม่ผีล

ต่อแรงวกิฤตในระนาบ งานวจิยันีย้งัได้ท�าการวเิคราะห์โครงสร้างแผ่นบางทีม่รีปูร่างซบัซ้อนเพือ่แสดงให้เหน็ถึงประสทิธภิาพ

ของวิธีบาวน์ดารี/โดเมนเอลิเมนต์
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Abstract

The aim of this paper is to develop the boundary/domain elements method to analyze the buckling 

of thin plates on elastic foundation. The boundary/domain elements method is established by using 

the Analog Equation Method (AEM). According to the AEM, the original governing differential equations 

are replaced by three uncoupled equations with fictitious sources under the same boundary conditions: 

two Poisson’s equations for the membrane displacements and one plate equation for the transverse 

displacement. The solution of the actual problem is attained from the known integral representations of 

the solution of the potential and plate problems. Therefore, the kernels of the boundary and domain 

integral equations are conveniently established and readily calculated in such a way that the buckling 

of thin plates on elastic foundation can be easily analyzed. Subsequently, the reliability and accuracy 

of the boundary/domain elements method are evaluated by comparing the obtained results with the 

available exact solutions. The influences of the stiffness of elastic foundation, plate thickness, in-plane 

supports and Poisson’s ratio on the critical load buckling are thoroughly studied. Finally, the application 

of the boundary/domain elements method is demonstrated by analyzing the plates with complex shapes.

Keywords: Buckling of Plates, Elastic Foundation, Boundary Element, Domain Element, Analog Equation 

Method

Research Article

Please cite this article as: M. Panyatong, “Buckling analysis of thin plates on elastic foundation by the boundary/domain 

elements method,” The Journal of KMUTNB, vol. 30, no. 2, pp. 209–224, Apr.–Jun. 2020 (in Thai).

http://dx.doi.org/10.14416/j.kmutnb.2020.03.006


211

มนต์ชัย ปัญญาทอง, “การวิเคราะห์การโก่งเดาะของโครงสร้างแผ่นบางวางบนฐานรากยืดหยุ่น ด้วยวิธีบาวน์ดารี/โดเมนเอลิเมนต์.”

The Journal of KMUTNB., Vol. 30, No. 2, Apr.–Jun. 2020

วารสารวิชาการพระจอมเกล้าพระนครเหนือ ปีที่ 30, ฉบับที่ 2 เม.ย.–มิ.ย. 2563

1. บทน�า

 โครงสร้างแผ่นบางเป็นโครงสร้างท่ีมีความส�าคัญทาง

ด้านวิศวกรรมโครงสร้าง โดยโครงสร้างแผ่นบางสามารถ

น�ามาประยุกต์ใช้งานในหลากหลายด้าน ยกตัวอย่างเช่น 

ฐานรากของอาคาร [1] แผ่นพื้นของทางหลวง [2] โครงสร้าง

ของเรือ [3] อุปกรณ์ของอากาศยาน [4] แผงผลิตไฟฟ้า 

เพียโซอเิลก็ทรกิ [5] เป็นต้น โครงสร้างแผ่นบางเป็นโครงสร้าง

สองมิติที่มีขนาดความหนาน้อยเม่ือเปรียบเทียบกับขนาดใน

มิติอื่นๆ ในระหว่างการใช้งานโครงสร้างแผ่นบางมีโอกาส

ถูกแรงกระท�าในระนาบซ่ึงเป็นสาเหตุท่ีท�าเกิดการโก่งเดาะ 

อีกทั้งยังพบว่า การประยุกต์ใช้งานของโครงสร้างแผ่นบางม ี

การวางไว้บนฐานรากยืดหยุ่นเพื่อเพิ่มความแข็งแรงให้กับ

ระบบโครงสร้าง ดงันัน้การประเมินหาขนาดของแรงวิกฤตใน

ระนาบ (Critical Load Buckling) ที่ท�าให้เกิดการโก่งเดาะ 

ของโครงสร้างแผ่นบางวางบนฐานรากยืดหยุ่นจึงเป็นอีก

ปัญหาหนึ่งที่มีความส�าคัญส�าหรับวิศวกร จากงานวิจัยที ่

ผ่านมาพบว่า มกีารศกึษาการโก่งเดาะของโครงสร้างแผ่นบาง 

จ�านวนมาก ยกตัวอย่างเช่น Lam และคณะ [6] ได้พัฒนา 

ค�าตอบแบบแม่นตรงส�าหรับการวิเคราะห์การโก่งเดาะของ

โครงสร้างแผ่นบางรูปสี่เหลี่ยมวางบนฐานรากยืดหยุ่นแบบ

สองพารามิเตอร์ โดยโครงสร้างแผ่นบางที่ท�าการวิเคราะห ์

จะมฐีานรองรับอย่างง่ายสองด้านตรงข้ามกนั ส่วนอกีสองด้าน 

ทีเ่หลอืสามารถเป็นฐานรองรบัแบบอืน่ๆ Chinnaboon และคณะ  

[7] ได้วิเคราะห์การโก่งเดาะของโครงสร้างแผ่นบางที่มี

ฐานรองรับแบบต่างๆ โดยใช้วิธีปลดเอลิเมนต์บนพื้นฐาน

วิธีบาวน์ดารีเอลิเมนต์ จากการศึกษาพบว่า ผลท่ีได้จากวิธี 

ดงักล่าวมคีวามสอดคล้องกบัผลทีไ่ด้จากค�าตอบแบบแม่นตรง  

Akhavan และคณะ [8] ได้พฒันาค�าตอบแบบแม่นตรงส�าหรบั

การวเิคราะห์การโก่งเดาะของโครงสร้างแผ่นบางรปูสีเ่หล่ียม

วางบนฐานรากยดืหยุน่แบบสองพารามเิตอร์ โดยได้ใช้ทฤษฎี

ของ Mindlin ในการอธิบายพฤตกิรรมของโครงสร้างแผ่นบาง  

จากการศึกษาพบว่า ค่าความแข็งแกร่งของ Winkler มี

อทิธพิลต่อแรงวิกฤตในระนาบมากกว่าค่าความแขง็แกร่งของ

แรงเฉือนของฐานรากยืดหยุ่น Dehghan และ Baradaran 

[9] ได้พัฒนาวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์ร่วมกับวิธี Differential  

Quadrature ในการแก้ปัญหาค่าเจาะจง (Eigenvalue 

Problem) ของโครงสร้างแผ่นบางรปูสีเ่หล่ียมวางบนฐานราก

ยืดหยุ่นแบบสองพารามิเตอร์ โดยโครงสร้างแผ่นบางได้

พิจารณาเป็นโครงสร้างสามมิติซึ่งผลการวิเคราะห์ที่ได้มีค่า

ใกล้เคียงกับการวิเคราะห์โครงสร้างแผ่นบางแบบสองมิติ 

Thai และ Kim [10] ศึกษาการโก่งเดาะของโครงสร้างแผ่นบาง 

ทีท่�าจากวสัดทุีม่คีณุสมบตัทิางกลแปรผนัตามความหนาของ

โครงสร้างแผ่นบาง (Functionally Graded Materials) 

และใช้ทฤษฎีโครงสร้างแผ่นบางท่ีพิจารณาผลของแรงเฉือน

อันดับสาม (Third-order Shear Deformation Plate 

Theory) ส�าหรับอธิบายพฤติกรรมของโครงสร้างแผ่นบาง 

จากนั้นได้พัฒนาค�าตอบแบบปิด (Close Solution) เพื่อ

ศกึษาโครงสร้างแผ่นบางรปูสีเ่หลีย่มทีม่ฐีานรองรบัอย่างง่าย

ตรงข้ามกันและอีกสองด้านท่ีเหลือเป็นฐานรองรับแบบอื่นๆ 

จากการศึกษาพบว่า ค่าดัชนีของวัสดุ (Power Index) ที่สูง

ท�าให้ขนาดของแรงวิกฤติในระนาบมีค่าลดลง ในงานวิจัย

ของ Yiotis และ Katsikadelis [11] ได้ท�าการวิเคราะห์

การโก่งเดาะของโครงสร้างแผ่นบางวางบนฐานรากยืดหยุ่น

แบบสองพารามิเตอร์ ซึ่งโครงสร้างแผ่นบางได้ก�าหนดให้ม ี

ความหนาปานกลางท�าให้ต้องพจิารณาผลของแรงเฉอืน และ

ได้ใช้วิธีปลดเอลิเมนต์บนพื้นฐานของวิธีแอนะล็อกในการ

วิเคราะห์ จากนั้นได้เปรียบเทียบผลที่ค�านวณได้กับผลจาก

ค�าตอบแบบแม่นตรงพบว่า มีความสอดคล้องกัน 

 ในทางปฏบิตัแิล้วพบว่า โครงสร้างแผ่นบางทีใ่ช้งานจรงิ 

จะมลีกัษณะรปูร่างและฐานรองรบัทีซ่บัซ้อนท�าให้ไม่สามารถ 

หาค�าตอบแบบแม่นตรงได้ จึงจ�าเป็นต้องพัฒนาระเบียบวิธ ี

เชิงตัวเลขส�าหรับการวิเคราะห์การโก่งเดาะของโครงสร้าง

แผ่นบางลกัษณะดังกล่าว ดงันัน้ในงานวจิยัน้ีจงึมวีตัถปุระสงค์

เพือ่พฒันาวธีิบาวน์ดาร/ีโดเมนเอลิเมนต์ส�าหรบัการวเิคราะห์

การโก่งเดาะของโครงสร้างแผ่นบางวางบนฐานรากยืดหยุ่น 

โดยวิธีที่พัฒนาขึ้นน้ีสามารถวิเคราะห์โครงสร้างแผ่นบางที่มี

รปูร่างทีซ่บัซ้อนและฐานรองรบัหลากหลายได้ วธิบีาวน์ดาร/ี 

โดเมนเอลเิมนต์ได้พฒันาขึน้จากวธิสีมการแอนะลอ็ก (Analog 

Equation Method) ซึง่น�าเสนอโดย Katsikadelis [12] โดย 

สมการอนุพันธ์ของปัญหาเดิมจะแทนที่ด้วยสมการปัวซง 
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(Poisson’s Equation) จ�านวนสองสมการและสมการการดดั

ของโครงสร้างแผ่นบาง (Plate Bending Equation) อกีหนึง่

สมการ ภายใต้เงือ่นไขขอบเขตของปัญหาเดมิ จากนัน้ค�าตอบ 

ของสมการทีน่�ามาแทนนีจ้ะเขียนให้อยูใ่นรปูของสมการอนิทกิรลั  

(Integral Representation of the Solution) ซึ่งได้ใช้ 

ค�าตอบพ้ืนฐานของสมการลาปลาซ (Laplace Equation) และ

สมการไบฮาร์มอนิก (Biharmonic Equation) ในการสร้าง  

ท�าให้การค�านวณฟังก์ชนัในสมการอนิทกิรลัท�าได้อย่างสะดวก  

จากนั้นจะท�าการเปรียบเทียบผลที่ค�านวณได้กับผลการ

วเิคราะห์แบบแม่นตรงเพือ่ตรวจสอบความถกูต้อง งานวจิยันี้ 

ยงัได้ศกึษาผลของความแขง็แกร่งของฐานรากยดืหยุน่ ความหนา 

ของโครงสร้างแผ่นบาง ลักษณะของฐานรองรับในระนาบ 

และอัตราส่วนปัวซงที่มีผลต่อแรงวิกฤตในระนาบ และ

สุดท้ายได้ท�าการวิเคราะห์โครงสร้างแผ่นบางท่ีมีรูปร่าง 

ซบัซ้อนวางบนฐานรากยดืหยุน่เพือ่แสดงให้เหน็ประสทิธภิาพ

ของวิธีบาวน์ดารี/โดเมนเอลิเมนต์   

2. วิธีการวิจัย

2.1 สมการควบคุมส�าหรับปัญหาการโก่งเดาะของ

โครงสร้างแผ่นบางวางบนฐานรากยืดหยุ่น 

 พิจารณาโครงสร้างแผ่นบางความหนาสม�่าเสมอ h ซึ่ง

มีโดเมน Ω และล้อมรอบด้วยขอบเขต  วางอยู่บน

ฐานรากยืดหยุ่นที่มีค่าความแข็งแกร่ง k นอกจากนี้ ก�าหนด

ให้โครงสร้างแผ่นบางถูกแรงกระท�าในทิศตั้งฉาก  และ

ทิศสัมผัส  ที่ขอบของโครงสร้างแผ่นบางแสดงดังรูปที่ 1  

สมมุติให้โครงสร้างแผ่นบางท�าจากวัสดุที่มีคุณสมบัติทางกล

เหมอืนกนัทกุทศิทาง (Isotropic Material) และมคีวามยดืหยุน่

แบบเชิงเส้น (Linear Elastic Material) ดังนั้นเราสามารถ 

แสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียด  

(Constitutive Relation) ได้ดังสมการที่ (1)

  (1)

เมื่อ E และ ν  คือมอดุลัสความยืดหยุ่นและอัตราส่วนปัวซง

ของโครงสร้างแผ่นบาง ตามล�าดับ 

 ส�าหรบังานวิจยันี ้พฤตกิรรมการโก่งเดาะของโครงสร้าง

แผ่นบางได้ก�าหนดให้เป็นไปตามทฤษฎีโครงสร้างแผ่น

บางแบบคลาสสิก (Classical Plate Theory) จากทฤษฎี 

ดงักล่าว สามารถแสดงการขจดั ณ ต�าแหน่งใดๆ บนโครงสร้าง

แผ่นบางได้ด้วย

 

  (2)

   (3)

  (4)

โดยที่ u(x, y), v(x, y) และ w(x, y) คือการขจัด ณ ต�าแหน่ง 

ใดๆ บนระนาบกลาง (Middle Plane) ของโครงสร้างแผ่นบาง 

ในทิศทาง x, y และ z ตามล�าดับ

 จากความสัมพันธ์ของสมการที่ (2)–(4) สามารถแสดง

ความเครียดได้ดังสมการที่ (5)–(7)

 

  (5)

  (6)

  (7)

รูปที่ 1 โครงสร้างแผ่นบางวางบนฐานรากยืดหยุ ่นและ

สัญลักษณ์ต่างๆ ที่ใช้ในงานวิจัยนี้ 
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 การสร้างสมการควบคุมส�าหรบัปัญหาการโก่งเดาะของ

โครงสร้างแผ่นบางนั้นสามารถสร้างได้ด้วยการประยุกต์ใช้

หลักการของงานเสมือน (Principle of Virtual Work) ซึ่ง

แสดงได้ดังสมการที่ (8)

 

  (8)

เมื่อ δUP, δUF และ δV คือพลังงานความเครียดของ

โครงสร้างแผ่นบางเสมือน พลังงานความเครียดท่ีสะสมใน

ฐานรากยืดหยุ่นเสมือนและงานเสมือนเน่ืองจากแรงกระท�า 

ตามล�าดบั โดยทีพ่ลงังานความเครยีดของโครงสร้างแผ่นบาง

เสมือนแสดงความสัมพันธ์ได้ดังสมการที่ (9)

 

  (9)

ในขณะที่พลังงานความเครียดท่ีสะสมในฐานรากยืดหยุ่น

เสมือนแสดงได้ดังสมการที่ (10)

 

  (10)

และงานเสมือนเนื่องจากแรงกระท�าในระนาบท่ีขอบของ

โครงสร้างแผ่นบาง  และ  แสดงได้ดังสมการที่ (11)

 

  (11)

จากนั้นแทนสมการท่ี (9)–(11) ลงในสมการท่ี (8) และใช้

ความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดจากสมการ

ที่ (1) รวมถึงความเครียดจากสมการที่ (5)–(7) ด�าเนินการ 

อนิทเิกรตตลอดความหนาของโครงสร้างแผ่นบางร่วมกบัการ

ประยุกต์ใช้ทฤษฎีของ Gauss-Green จะได้สมการควบคุม

ของปัญหาดังต่อไปนี้

 1.1) การขจัดในระนาบแสดงดังสมการที่ (12), (13)

 

  (12)

  (13)

 1.2) การขจัดตามขวางแสดงดังสมการที่ (14)

  (14)

โดยมีเงื่อนไขขอบเขตดังนี้

 1) เงื่อนไขขอบเขตของการขจัดในระนาบแสดงดัง

สมการที่ (15), (16)

  หรือ  (15)

  หรือ  (16)

โดยที่ค่า un, ut , Nn และ Nt แสดงได้ดังสมการที่ (17)–(20)

  

  (17)

  (18)

  (19)

  (20)

เมื่อ C = Eh/(1 – v2) คือความแข็งแกร่งในระนาบ nx และ ny  

คือส่วนประกอบของเวกเตอร์ตัง้ฉากหนึง่หน่วย n (ดใูนรปูที ่1) 

 ส�าหรับเงื่อนไขของฐานรองรับในระนาบสามารถแบ่ง

ออกได้ดังนี้

 1.1) ฐานรองรับที่สามารถเคลื่อนที่ได ้ในระนาบ 

(Moveable Support) แสดงดังสมการที่ (21)

  และ  (21)

 1.2) ฐานรองรับที่ไม่สามารถเคลื่อนที่ได้ในระนาบ  

(Immovable Support) แสดงดังสมการที่ (22)

  และ  (22)

 2) เงื่อนไขขอบเขตของการขจัดตามขวาง แสดงดัง

สมการที่ (23), (24)

  หรือ  (23)

  หรือ  (24)
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จากสมการที่ (23) และ (24) สามารถแสดงเงื่อนไขของ 

ฐานรองรับแบบต่างๆ ได้ดังนี้ 

 2.1) ฐานรองรับอย่างง่าย (Simple Support) แสดง

ดังสมการที่ (25)

  และ   (25)

 2.2) ฐานรองรับแบบยึดแน่น (Clamped Support) 

แสดงดังสมการที่ (26)

  และ  (26)

 2.3) ขอบอสิระ (Free Support) แสดงดงัสมการที ่(27)

  และ   (27)

 แรงในระนาบ Nij และโมเมนต์ Mij(i,j = x, y) ทีป่รากฏ

ในสมการที ่(12)–(14) สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปของการขจดั 

ณ ต�าแหน่งใดๆ บนระนาบกลางของโครงสร้างแผ่นบางได้

ด้วยสมการที่ (28)–(33)

 

  (28)

  (29)

  (30)

  (31)

  (32)

  (33)

เมื่อ  คือความแข็งแกร่งของการดัด

 นอกจากนี ้ถ้าหากมมุของโครงสร้างแผ่นบางมลีกัษณะ

เป็นปลายอสิระ (Free Support) เราจะต้องเพิม่เงือ่นไขทีม่มุ

ดังนี้ [13] แสดงดังสมการที่ (34)

  หรือ  (34)

ตัวด�าเนินการ (Operators) V, M และ T ที่แสดงในสมการ

ที่ (23), (24) และ (34) สามารถแสดงความสัมพันธ์ได้ดัง

สมการที่ (35)–(37)

 

  (35)

  (36)

  (37)

เมื่อ κ คือค่าความโค้งของขอบโครงสร้างแผ่นบาง

 การหาขนาดของแรงวิกฤตในระนาบท่ีท�าให้เกิดการ

โก่งเดาะ แรงในระนาบ Nij ในสมการที่ (14) จะถูกคูณด้วย

พารามิเตอร์ของน�้าหนัก (Load Parameter, λ) ซึ่งจะท�าให้

ปัญหาการโก่งเดาะของโครงสร้างแผ่นบางกลายเป็นปัญหา

ค่าเจาะจง 

 สดุท้ายแทนสมการที ่(28)–(33) ลงในสมการที ่(12)–(14)  

ดังนั้นสมการควบคุมของปัญหาการโก่งเดาะของโครงสร้าง

แผ่นบางวางบนฐานรากยืดหยุ่นสามารถแสดงให้อยู่ในรูป

ของการขจัด ณ ต�าแหน่งใดๆ บนระนาบกลางของโครงสร้าง

แผ่นบางได้ดังนี้

 1) การขจัดในระนาบ แสดงดังสมการที่ (38), (39)

 

  (38)

  (39)

 2) การขจัดตามขวาง แสดงดังสมการที่ (40)

 

  (40)

 ในเนือ้หาต่อไปจะน�าเสนอรายละเอยีดในการพฒันาวธิี
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บาวน์ดารี/โดเมนเอลิเมนต์ ส�าหรับการแก้ปัญหาค่าเจาะจง 

เพ่ือหาขนาดของแรงวิกฤตในระนาบรวมถึงรูปร่างของการ

โก่งเดาะ (Mode Shapes)

2.2 วิธีบาวน์ดารี/โดเมนเอลิเมนต์ส�าหรับปัญหาการ 

โก่งเดาะของโครงสร้างแผ่นบาง 

 วธิบีาวน์ดารี/โดเมนเอลิเมนต์ทีน่�าเสนอในบทความนี ้ได้

พฒันาขึน้จากหลกัการของวธิสีมการแอนะลอ็ก ซึง่มหีลักการ 

ดังนี้ “สมการอนุพันธ์ใดๆ ซ่ึงอาจเป็นแบบเชิงเส้นหรือ 

ไม่เชิงเส้น สามารถแทนที่ด้วยสมการอนุพันธ์อื่นที่มีอันดับ 

(Order) เดียวกันกับสมการอนุพันธ์เดิม ภายใต้แหล่งก�าเนิด

สมมุติ (Fictitious Source) โดยสมการท่ีแทนท่ีน้ีเรียกว่า 

สมการแอนะล็อก” 

 จากหลักการดังกล่าว สามารถสร้างสมการแอนะล็อก 

ที่สอดคล้องกับปัญหาการโก่งเดาะของโครงสร้างแผ่นบาง 

ได้ดังต่อไปนี้

 1) การขจัดในระนาบ

 พิจารณาสมการที่ (38) และ (39) ซึ่งพบว่า เป็นสมการ

อนพุนัธ์อนัดบัสอง ดงันัน้ สมการแอนะลอ็กจงึต้องเป็นสมการ

อนพัุนธ์อนัดบัสองด้วย ส�าหรบัสมการอนพุนัธ์อนัดบัสองทีอ่ยู่ 

ในรูปอย่างง่ายและสามารถหาค�าตอบได้อย่างสะดวกคือ 

สมการปัวซง ซึ่งแสดงได้ดังสมการที่ (41), (42)

 

  (41)

 

  (42)

เมื่อ  และ  คือแหล่งก�าเนิดสมมุติและ 

เป็นฟังก์ชันที่ไม่ทราบในตอนนี้ 

 ค�าตอบของสมการที่ (41) และ (42) สามารถเขียนให้

อยู่ในรูปของสมการอินทิกรัล ได้ดังสมการที่ (43), (44)

  (43)

 

  (44)

เม่ือ  คือค�าตอบพื้นฐาน (Fundamental 

Solution) ของสมการลาปลาซ และ  คือ 

อนุพันธ์ของค�าตอบพื้นฐานตามเวกเตอร์ต้ังฉากหนึ่งหน่วย 

n ในขณะที่ ε คือสัมประสิทธิ์ที่ขึ้นอยู่กับต�าแหน่งของจุด p 

โดยนิยามได้ดังสมการที่ (45)

 

  ส�าหรับจุด  

  ส�าหรับจุด  (45) 

  ส�าหรับจุด 

 นอกจากนีย้งัสามารถทีจ่ะสร้างสมการอนิทกิรลัเพิม่เตมิ 

ได้ด้วยการอนุพันธ์สมการที่ (43) และ (44) ตามเวกเตอร์

สัมผัสหนึ่งหน่วย τ (ดูรูปที่ 1) ส�าหรับจุด p ที่วางบนขอบที่

ต่อเนื่อง (ε = 1/2) สามารถแสดงได้ดังสมการที่ (46), (47)

  (46)

  (47)

ส�าหรับค่าอนุพันธ์ของการขจัดในระนาบของจุดที่อยู่ภายใน

โดเมน (ε = 1) สามารถหาได้จากการอนุพันธ์สมการที่ (43) 

และ (44) เช่นกัน โดยแสดงได้ดังสมการที่ (48), (49)

  (48)

  (49)
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เมื่อ  และจุด  

 พิจารณาปัญหาการขจัดในระนาบพบว่า มีตัวแปรท่ี

ขอบของโครงสร้างแผ่นบางจ�านวนทั้งหมด 6 ตัวแปร ได้แก่ 

 และ  จากกระบวนการข้างต้นได้สร้าง

สมการที่ขอบของโครงสร้างแผ่นบางจ�านวน 4 สมการ ได้แก่ 

สมการที่ (43), (44), (46) และ (47) รวมถึงจะทราบความ

สัมพันธ์ของเงื่อนไขที่ฐานรองรับอีก 2 สมการ ได้แก่ สมการ 

ที ่(15) และ (16) รวมเป็นทัง้หมด 6 สมการ ดงันัน้จงึสามารถ

หาค�าตอบของปัญหาการขจัดในระนาบได้และสามารถ

ค�านวณแรงในระนาบ Nij ได้จากสมการที่ (28)–(30)

 2) การขจัดตามขวาง

 พิจารณาสมการท่ี (40) พบว่า เป็นสมการอนพัุนธ์อนัดบัสี่  

จงึท�าให้สมการแอนะลอ็กต้องมอีนัดบัสีเ่หมอืนกนั ในงานวจิยันี้  

จะประยุกต์ใช้สมการการดัดของโครงสร้างแผ่นบางที่ม ี

แรงกระท�าแบบกระจายเป็นสมการแอนะล็อก ซึ่งแสดงได้

ดังสมการที่ (50)

 

  (50)

เมื่อ  คือแรงกระท�าแบบกระจายสมมุติและเป็น 

ฟังก์ชันที่ไม่ทราบในตอนน้ี และสามารถเขียนค�าตอบของ

สมการที่ (50) ให้อยู่ในรูปของสมการอินทิกรัล [13] ได้ดัง

สมการที่ (51)

  (51)

โดยที่

  คือค�าตอบพื้นฐานของสมการ 

ไบฮาร์มอนิก 

  คืออนุพันธ์ของค�าตอบ 

พื้นฐานตามเวกเตอร์ตั้งฉากหนึ่งหน่วย n  

 และ M(w*), V(w*) และ T(w*) สามารถแสดงได้ดัง

สมการที่ (52)–(54)

 

  (52)

 

  (53)

 

  (54)

นอกเหนือจากนี้ ยังสามารถสร้างสมการอินทิกรัลเพิ่มเติม

ได้ด้วยการอนุพันธ์สมการท่ี (51) ตามเวกเตอร์ตั้งฉากหนึ่ง

หน่วย v (ดูรูปท่ี 1) ส�าหรับจุด p ที่วางบนขอบท่ีต่อเนื่อง  

(ε = 1/2) สามารถแสดงได้ดังสมการที่ (55) [13]

  (55)

ส�าหรับค่าอนุพันธ์ของการขจัดตามขวางของจุดที่อยู่ภายใน

โดเมน (ε = 1) หาได้จากการอนุพันธ์ของสมการที่ (51) ซึ่ง

สามารถแสดงได้ดังสมการที่ (56)

  (56)

เมื่อ  และจุด  

 ส�าหรับปัญหาการขจัดตามขวางจะประกอบด้วย

ตวัแปรทีข่อบของโครงสร้างแผ่นบางจ�านวน 4 ตวัแปร ได้แก่ 

 และ  จากกระบวนการทีผ่่านมา ได้สร้าง

สมการที่ขอบของโครงสร้างแผ่นบางจ�านวน 2 สมการ ได้แก่  

สมการที่ (51) และ (55) รวมถึงจะทราบเงื่อนไขที่ฐาน

รองรับอีก 2 สมการ ได้แก่ สมการที่ (23) และ (24) รวมเป็น 
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ทั้งหมด 4 สมการ ซึ่งท�าให้สามารถหาค�าตอบของปัญหา 

การขจัดตามขวางได้ 

2.3 ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

 การหาค�าตอบของสมการอนิทกิรลัทีไ่ด้น�าเสนอก่อนหน้านี้ 

ประกอบไปด้วยเป็น 2 ส่วน คือ 1) บาวน์ดารีอินทิกรัล และ 

2) โดเมนอินทิกรัล ส�าหรับบาวน์ดารีอินทิกรัลจะประยุกต์ใช้ 

เทคนิคของวิธีบาวน์ดารีเอลิเมนต์ในการหาค�าตอบ โดย

บทความน้ีได้ใช้บาวน์ดารีเอลิเมนต์แบบคงที่ (Constant 

Element) เนื่องจากสะดวกในการหาค�าตอบเมื่ออินทิกรัล

อยู่ในสภาวะเอกฐาน (Singular Integral) ส่วนการหาค่า

โดเมนอินทิกรัลหาได้ด้วยการแบ่งโดเมนเป็นเอลิเมนต์แบบ

สามเหลี่ยม (Triangular Element) และจะก�าหนดให้ค่า

ของแหล่งก�าเนิดสมมุติ  ในแต่ละเอลิเมนต์

เป็นค่าคงที่

 ก�าหนดให้ N เป็นจ�านวนของบาวน์ดารีเอลิเมนต์ และ 

M เป็นจ�านวนของโดเมนเอลิเมนต์ ซึ่งลักษณะของเอลิเมนต์

ได้แสดงไว้ในรูปที่ 2 โดยกระบวนการเชิงตัวเลขมีขั้นตอนดัง

ต่อไปนี้

 1) การขจัดในระนาบ

 ด�าเนินการสร้างระบบสมการด้วยการประยุกต์ใช้

สมการที่ (43), (44), (46) และ (47) โดยวางจุด p ไว้ที่โหนด 

(Node) ของบาวน์ดารีเอลิเมนต์ (จุดกึ่งกลางของเอลิเมนต์)  

รวมถึงใช้เงื่อนไขขอบเขต (15) และ (16) จะได้ระบบสมการ

ดังสมการที่ (57)

  

  (57)

โดยที่

 A1 คือเมทริกซ์ที่ทราบค่าขนาด 6N×6N จากการ 

อินทิเกรตของฟังก์ชันที่เกี่ยวข้องกับค�าตอบพื้นฐาน v* บน 

บาวน์ดารีเอลิเมนต์และสัมประสิทธิ์จากเงื่อนไขขอบเขต 

  คอืเวกเตอร์ของตัวแปร

บนขอบของโครงสร้างแผ่นบางซึ่งมีขนาด 6N×1 d1 คือ  

เวกเตอร์ทีท่ราบค่าขนาด 6N×1 ซึง่เป็นปรมิาณทีเ่กีย่วข้องกบั

แรงในระนาบที่กระท�าที่ขอบของโครงสร้างแผ่นบาง

 C1 คอืเมทรกิซ์ท่ีทราบค่าขนาด 6N×2M ซึง่เป็นปรมิาณ 

ที่เกี่ยวข้องกับอินทิเกรตของค�าตอบพื้นฐาน v* บนโดเมน

เอลิเมนต์

  คือเวกเตอร์ของแหล่งก�าเนิดสมมุติ

ขนาด 2M×1  

จากสมการที ่(57) สามารถแสดงเวกเตอร์ของตัวแปรบนขอบ

ของโครงสร้างแผ่นบางให้อยู่ในรูปของเวกเตอร์ของแหล่ง

ก�าเนิดสมมุติ b1 ได้ดังสมการที่ (58)

  

  (58)

จากนั้นประยุกต์ใช้สมการท่ี (48) และ (49) โดยวางจุด p  

ไว้ที่จุดเซนทรอยด์ของแต่ละโดเมนเอลิเมนต์ ดังนั้นสามารถ

แสดงความสัมพันธ์ได้ดังสมการที่ (59)–(60)

  

  (59)

  (60)

โดยที่

  และ   คือเมทรกิซ์ทีท่ราบค่าขนาด  M×6N  จาก

การอินทิเกรตของอนุพันธ์ของฟังก์ชันที่เกี่ยวข้องกับค�าตอบ 

รูปที่ 2 ลักษณะของบาวน์ดารีและโดเมนเอลิเมนต์ 

hole

 boundary elementsN

 domain elementsM
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พื้นฐาน v* บนบาวน์ดารีเอลิเมนต์

  และ  คือเมทริกซ์ท่ีทราบค่าขนาด M×2M  

ที่เกี่ยวข้องกับอินทิเกรตของอนุพันธ์ของค�าตอบพื้นฐาน v* 

บนโดเมนเอลิเมนต์ แทนสมการที่ (58) ลงในสมการที่ (59) 

และ (60) ซึ่งท�าให้ค่าอนุพันธ์ของการขจัดในระนาบส�าหรับ

จุด p ภายในโดเมน สามารถเขียนอยู่ในรูปเวกเตอร์ b1 ได้ดัง

สมการที่ (61), (62)

  

  (61)

  (62)

แทนสมการที่ (61) และ (62) ลงในสมการที่ (38) และ (39) 

จะได้ระบบสมการเชิงเส้นดังสมการที่ (63)

  

  (63)

 แก้ระบบสมการที่ (63) จนกระท่ังได้ค่าของเวกเตอร์ 

b1 หลงัจากนัน้แทนเวกเตอร์ b1 ทีไ่ด้ลงในสมการท่ี (61) และ  

(62) ก็จะทราบค่าอนุพันธ์ของการขจัดในระนาบภายใน

โดเมนของโครงสร้างแผ่นบาง ส่วนแรงในระนาบภายใน

โดเมนของโครงสร้างแผ่นบาง สามารถหาได้จากการแทน

ค่าอนุพันธ์ของการขจัดในระนาบลงในสมการที่ (28)–(30)

 2) การขจัดตามขวาง

 ด�าเนินการสร้างระบบสมการด้วยการประยุกต์ใช้

สมการท่ี (51) และ (55) โดยวางจดุ p ไว้ทีโ่หนดของบาวน์ดารี 

เอลิเมนต์และใช้เงื่อนไขขอบเขต (23) และ (24) จะได้ระบบ

สมการดังสมการที่ (64)

  

  (64)

โดยที่

 A2 คือเมทริกซ์ที่ทราบค่าขนาด 4N×4N จากการ 

อินทิเกรตของฟังก์ชันที่เกี่ยวข้องกับค�าตอบพื้นฐาน w* บน 

บาวน์ดารีเอลิเมนต์และสัมประสิทธิ์จากเงื่อนไขขอบเขต 

  คือเวกเตอร์ของตัวแปร

บนขอบของโครงสร้างแผ่นบางขนาด 4N×1 

 C2 คือเมทรกิซ์ทีท่ราบค่าขนาด 4N×M ซึง่เป็นปรมิาณ 

ที่เกี่ยวข้องกับการอินทิเกรตค�าตอบพื้นฐาน w* บนโดเมน

เอลิเมนต์

  คือเวกเตอร์ของแรงกระท�าแบบกระจาย

สมมุติขนาด M×1  

จากสมการที ่(64) สามารถแสดงเวกเตอร์ของตัวแปรบนขอบ

ของโครงสร้างแผ่นบางในรปูของเวกเตอร์ของแรงกระท�าแบบ

กระจายสมมุติ b2 ได้ดังสมการที่ (65)

  

  (65)

จากนั้นใช้สมการที่ (56) โดยวางจุด p ไว้ที่จุดเซนทรอยด์ของ

แต่ละโดเมนเอลิเมนต์ จะได้ความสัมพันธ์ดังสมการที่ (66)

  

  (66)

โดยที่

  คือเมทริกซ์ที่ทราบค่าขนาด M×4N จากการ 

อินทิเกรตของอนุพันธ์ของฟังก์ชันที่เกี่ยวข้องกับค�าตอบ 

พื้นฐาน w* บนบาวน์ดารีเอลิเมนต์

  คือเมทริกซ์ที่ทราบค่าขนาด M×M ที่เกี่ยวข้อง

กบัการอินทเิกรตค�าตอบพืน้ฐาน w* บนโดเมนเอลิเมนต์แทน

สมการที่ (65) ลงในสมการที่ (66) ดังนั้นเราสามารถแสดง

อนุพันธ์ของการขจัดตามขวางส�าหรับจุด p ภายในโดเมนให้

อยู่ในรูปของเวกเตอร์ b2 ได้ดังสมการที่ (67)

  

  (67)

แทนสมการที่ (67) และแรงในระนาบภายในโดเมนที่หาได้ 

ก่อนหน้าน้ีลงในสมการที่ (40) ปัญหาการโก่งเดาะของ

โครงสร้างแผ่นบางวางบนฐานรากยดืหยุน่จะกลายเป็นปัญหา

ค่าเจาะจงดังสมการที่ (68)

  

  (68)
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เมือ่ K และ G เป็นเมทรกิซ์ทีท่ราบค่าขนาด M×M แรงวกิฤต 

ในระนาบหาได้จากค่าเจาะจง λ ในขณะทีล่กัษณะการโก่งเดาะ 

ของโครงสร้างแผ่นบางหาได้จากการแทนเวกเตอร์ b2 ซ่ึงเป็น

เวกเตอร์เจาะจง (Eigen Vector) ลงในสมการที่ (67) 

3. ผลการวิเคราะห์เชิงตัวเลขและอภิปรายผล

3.1 การตรวจสอบความถูกต้อง

 การตรวจสอบความถูกต้องของวิธีบาวน์ดารี/โดเมน

เอลิเมนต์จะด�าเนินการโดยเปรียบเทียบผลของแรงวิกฤตใน

ระนาบที่ค�านวณได้กับผลงานวิจัยอื่นที่ผ่านมา โดยท�าการ

วิเคราะห์โครงสร้างแผ่นบางรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด a×a ซึ่ง

มฐีานรองรบัแบบต่างๆ และถกูแรงกระท�าในระนาบหนึง่แกน 

(Uniaxial Load) แสดงดังรูปที่ 3 โดยได้ก�าหนดสัญลักษณ์

ของฐานรองรับดังนี้ 

 1. S หมายถึง ฐานรองรับอย่างง่าย 

 2. C หมายถึง ฐานรองแบบยึดแน่น

 3. F หมายถึง ขอบอิสระ 

 การให้ล�าดบัต�าแหน่งของฐานรองรบัจะให้ล�าดบัต�าแหน่ง 

ของขอบ 1-2, 2-3, 3-4 และ 4-1 ตามล�าดับ ยกตัวอย่าง

เช่น ฐานรองรับแบบ SCFS หมายถึง ขอบ 1-2 เป็นฐาน

รองรับอย่างง่าย ขอบ 2-3 เป็นฐานรองรับแบบยึดแน่น ขอบ 

3-4 เป็นขอบอิสระ และขอบ 4-1 เป็นฐานรองรับอย่างง่าย  

เป็นต้น 

ตารางที่ 1 ผลการเปรยีบเทยีบค่าพารามเิตอร์ของแรงวกิฤต

ในระนาบ  ส�าหรบัโครงสร้าง

แผ่นบางทั้งวางและไม่ได้วางบนฐานรากยืดหยุ่น

ลักษณะของ

ฐานรองรับ

ค่าความ

แข็งแกร่ง

ของฐานราก

ยืดหยุ่น

 

Lam 

และคณะ 

[6]

งานวิจัยนี้

SSSS 
0 4.000 3.976

100 5.027 5.022

CSCS 
0 7.691 7.722

100 7.948 7.977

SSCS 
0 5.740 5.685

100 6.767 6.697

FSFS 
0 0.952 0.953

100 1.979 1.976

SSFS 
0 1.402 1.433

100 2.428 2.388

 ตารางที่ 1 แสดงผลการเปรียบเทียบค่าพารามิเตอร์

ของแรงวิกฤตในระนาบ λcr ระหว่างผลที่ค�านวณได้กับผล

การวิเคราะห์แบบแม่นตรงจากงานวิจัยของ Lam และคณะ 

[6] โดยการวเิคราะห์นีไ้ด้ใช้จ�านวนบาวน์ดารเีอลิเมนต์จ�านวน 

400 เอลิเมนต์ และโดเมนเอลิเมนต์จ�านวน 250 เอลิเมนต์ 

จากตารางที่ 1 จะเห็นได้ว่าค่าที่วิเคราะห์ได้มีค่าใกล้เคียงกับ 

ผลการวิเคราะห์แบบแม่นตรง ดังนั้นสามารถยืนยันความ 

ถูกต้องของวิธีบาวน์ดารี/โดเมนเอลิเมนต์ 

 ต่อมาจะท�าการวิเคราะห์โครงสร้างแผ่นบางที่มีรูปร่าง

แบบ Sectorial Shape แสดงดังรูปที่ 4 จากนั้นจะท�าการ

เปรียบเทียบผลการวิเคราะห์ที่ได้กับผลจากการวิเคราะห์

ด้วยวิธี Ritz Method [14] โดยได้แสดงผลการเปรียบเทียบ

ดังตารางที่ 2 ซึ่งการวิเคราะห์ครั้งนี้ได้ก�าหนดให้อัตราส่วน

ปัวซงมีค่าเท่ากับ 0.3 และอัตราส่วนความหนาต่อรัศมีของ

โครงสร้างแผ่นบางเท่ากบั 0.001 จากตารางที ่2 จะเหน็ได้ว่า 

ผลการวิเคราะห์ด้วยวิธีบาวน์ดารี/โดเมนเอลิเมนต์มีความ

สอดคล้องกบัผลการวิเคราะห์จากวธิ ีRitz Method ซึง่แสดง

รูปที่ 3 โครงสร้างแผ่นบางรปูสีเ่หลีย่มจตัรุสัถกูแรงกระท�าใน

ระนาบหนึ่งแกน

1 2

34
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ให้เห็นว่าวิธีบาวน์ดารี/โดเมนเอลิเมนต์สามารถวิเคราะห์

โครงสร้างแผ่นบางที่มีรูปร่างที่ซับซ้อนได้อย่างถูกต้อง

ตารางที่ 2 ผลการเปรียบเทยีบค่าพารามเิตอร์ของแรงวกิฤติ

ในระนาบ  ส�าหรับโครงสร้าง

แผ่นบางที่มีรูปร่างแบบ Sectorial Shape

θ  

(a) ฐานรองรับแบบที่ 1 

SSS 

(b) ฐานรองรับแบบที่ 2 

SCS 

Wang และคณะ 

[14]
งานวิจัยนี้

Wang และคณะ 

[14]
งานวิจัยนี้

 55.75 56.74 76.94 78.12

  24.50 24.97 40.71 41.01

  16.44 16.71 31.00 30.88

3.2 ผลของความแข็งแกร่งของฐานรากยืดหยุ่นและความ

หนาของโครงสร้างแผ่นบางต่อการโก่งเดาะของโครงสร้าง

แผ่นบางรูปวงแหวน

 เพือ่ศกึษาผลของความแขง็แกร่งของฐานรากยดืหยุน่ต่อ 

การโก่งเดาะของโครงสร้างแผ่นบาง ได้ด�าเนินการวิเคราะห์

โครงสร้างแผ่นบางรปูวงแหวนแสดงดงัรปูที ่5 ซึง่มฐีานรองรบั

แบบ SS, CS และ CC โดยสัญลักษณ์ตัวแรกหมายถึงชนิด

ของฐานรองรับขอบนอก และสัญลักษณ์ตัวที่สองหมายถึง

ชนิดของฐานรองรับขอบใน นอกจากนี้ได้ก�าหนดให้มอดุลัส

ความยดืหยุน่ของโครงสร้างแผ่นบางเท่ากบั 200×109 นวิตนั 

ต่อตารางเมตร อัตราส่วนปัวซงเท่ากับ 0.30 และความหนา 

เท่ากบั 1 เซนตเิมตร โดยการวิเคราะห์นีไ้ด้แบ่งจ�านวนบาวน์ดารี 

เอลิเมนต์จ�านวน 400 เอลิเมนต์ และโดเมนเอลิเมนต์จ�านวน 

316 เอลิเมนต์

 รปูที ่6 แสดงความสัมพนัธ์ระหว่างแรงวกิฤตในระนาบ

กบัความแขง็แกร่งของฐานรากยดืหยุน่ ซึง่เหน็ได้ว่าเมือ่ขนาด

ความแข็งแกร่งของฐานรากยืดหยุ่นมีค่าเพิ่มขึ้นจะท�าให้ 

แรงวิกฤตในระนาบมีค่าที่เพิ่มขึ้นตามไปด้วย จากผลข้างต้น 

กล่าวได้ว่าความแขง็แกร่งของฐานรากยดืหยุน่ช่วยเพิม่ความ

(ข) ฐานรองรับแบบที่ 2  

รูปที่ 4 โครงสร้างแผ่นบางที่มีรูปร่างแบบ Sectorial Shape 

(ก) ฐานรองรับแบบที่ 1  

รูปที่ 5 โครงสร้างแผ่นบางรูปวงแหวน 
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แข็งแกร่งให้กับระบบของโครงสร้างแผ่นบาง ทั้งนี้ รูปร่าง

การโก่งเดาะของโครงสร้างแผ่นบางในโหมดที่ 1 และ 2 ได้

แสดงไว้ในรูปที่ 7

 ต่อมาจะท�าการศึกษาผลของความหนาของโครงสร้าง

แผ่นบางต่อแรงวิกฤตในระนาบ โดยได้ท�าการวิเคราะห์

โครงสร้างแผ่นบางรปูวงแหวนทีค่วามหนาต่างๆ จากนัน้น�าผล 

ทีไ่ด้มาสร้างความสมัพนัธ์ระหว่างความหนากบัขนาดของแรง

วิกฤตในระนาบ ซึ่งในที่นี้จะน�าเสนอในรูปของอัตราส่วนแรง

วิกฤตในระนาบ   โดยที่  คือแรงวิกฤตใน

ระนาบเมื่อความหนาของโครงสร้างแผ่นบางมีค่าเท่ากับ 1 

เซนติเมตร และผลการวิเคราะห์ได้แสดงไว้ในรูปที่ 8 จากรูป

ดังกล่าวพบว่า เมื่อความหนาของโครงสร้างแผ่นบางเพิ่มขึ้น 

จะท�าให้ขนาดของแรงวกิฤตในระนาบมค่ีาเพิม่ขึน้ตามไปด้วย  

และมีลกัษณะเพ่ิมขึน้อย่างรวดเรว็ โดยอตัราส่วนแรงวกิฤตใน

ระนาบจะมคีวามสมัพนัธ์กับความหนาเป็น  เหมอืนกนั 

ทั้งสามชนิดฐานรองรับ เนื่องจากการเพิ่มขึ้นของความหนา

ท�าให้ค่าความแข็งแกร่งของโครงสร้างแผ่นบางมีค่าเพิ่มขึ้น

และแปรผนัโดยตรงกับความหนายกก�าลงัสาม จงึเป็นสาเหตุ

ให้แรงวิกฤตในระนาบมีค่าเพิ่มขึ้น นอกจากนี้ยังพบว่า หาก

ฐานรองรับเป็นแบบ CC และ CS จะมีขนาดของแรงวิกฤต

ในระนาบเป็น 4 และ 1.9 เท่า (ส�าหรับรูปร่างการโก่งเดาะ

โหมดที่ 1) เมื่อเทียบกับฐานรองรับแบบ SS ดังนั้นในทาง

ปฏิบัติสามารถเพิ่มความแข็งแรงให้กับโครงสร้างแผ่นบางได ้

ด้วยการเพิ่มความหนาหรือการออกแบบให้ฐานรองรับมี

ความแข็งมากขึ้น

3.3 ผลของชนิดฐานรองรับในระนาบและอัตราส่วนปัวซง

ต่อการโก่งเดาะของโครงสร้างแผ่นบาง

 ในหัวข้อน้ีจะท�าการศึกษาชนิดของฐานรองรับใน

ระนาบต่อแรงวิกฤตในระนาบ โดยจะท�าการวิเคราะห์

โครงสร้างแผ่นบางรูปส่ีเหล่ียมจัตุรัสขนาด 10×10 เมตร 

รูปที่ 6 ความสัมพันธ์ของขนาดความแข็งแกร่งของฐานราก

ยืดหยุ่นกับแรงวิกฤตในระนาบ 

รูปที่ 7 รูปร่างการโก่งเดาะของแผ่นบางรูปวงแหวน 

(ก) SS

Mode Shape 1 Mode Shape  2

(ข) CS

Mode Shape 1 Mode Shape  2

(ค) CC

Mode Shape 1 Mode Shape  2
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แสดงดังรูปที่ 9 โดยที่ขอบ 1-2 และ 3-4 เป็นฐานรองรับ

อย่างง่ายและจะก�าหนดให้ฐานรองรับมีทั้งแบบเคลื่อนที่ได้

และเคลื่อนที่ไม่ได้ในระนาบ ส่วนท่ีขอบ 2-3 และ 4-1 ได้

ก�าหนดให้เป็นฐานรองรับแบบยึดแน่นและเคลื่อนที่ได้ใน

ระนาบ นอกจากนี้ก�าหนดให้ค่ามอดุลัสความยืดหยุ่นของ

โครงสร้างแผ่นบางเท่ากับ 200×109 นิวตันต่อตารางเมตร 

และความหนาของโครงสร้างแผ่นบางเท่ากับ 1 เซนติเมตร 

 รปูท่ี 10 แสดงความสมัพนัธ์ระหว่างอตัราส่วนปัวซงกับ

ขนาดของแรงวกิฤตในระนาบของโครงสร้างแผ่นบางส�าหรับ 

ฐานรองรับในระนาบทัง้สองแบบ จากรปูดงักล่าวพบว่า โครงสร้าง 

แผ่นบางทีม่ฐีานรองรับแบบเคลือ่นทีไ่ด้ในระนาบมขีนาดของ 

แรงวิกฤตในระนาบสงูกว่าโครงสร้างแผ่นบางทีม่ฐีานรองรบัแบบ 

เคลือ่นท่ีไม่ได้ในระนาบ เนือ่งจากฐานรองรบัแบบเคลือ่นทีไ่ม่

ได้ในระนาบจะเกิดแรงปฏิกิริยาที่ขอบ 1-2 และ 3-4 ดังนั้น 

โครงสร้างแผ่นบางจะต้องรบัภาระแรงกระท�าในระนาบสองแกน  

(Biaxial Loads) เป็นผลให้โครงสร้างแผ่นบางทีม่ฐีานรองรบั

แบบเคลือ่นทีไ่ม่ได้ในระนาบมค่ีาแรงวกิฤตในระนาบทีน้่อยกว่า  

นอกจากนีเ้มือ่อตัราส่วนปัวซงมขีนาดมากขึน้พบว่า ขนาดของ 

แรงวิกฤตในระนาบมีค่ามากข้ึนตามไปด้วย เพราะการเพิ่ม

ขึน้ของอตัราส่วนปัวซงท�าให้ค่าความแขง็แกร่งของโครงสร้าง

แผ่นบางมีค่าเพิม่ขึน้ โดยจะส่งผลอย่างมากต่อโครงสร้างแผ่น

บางที่มีฐานรองรับแบบเคลื่อนที่ไม่ได้ในระนาบ

รูปที่ 8 ความสัมพันธ์ระหว่างความหนาของโครงสร้างแผ่น

บางกับอัตราส่วนแรงวิกฤตในระนาบ 

รูปที่ 9 โครงสร้างแผ่นบางที่มีฐานรองรับแบบเคลื่อนที่ได้

และไม่ได้ในระนาบบนขอบ 1-2 และ 3-4 

รูปที่ 10 ความสัมพันธ์ระหว่างอัตราส่วนปัวซงกับแรงวิกฤต

ในระนาบ 
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3.4 การวิเคราะห์โครงสร้างแผ่นบางที่มีรูปร่างที่ซับซ้อน

 เพ่ือให้เห็นถงึประสทิธภิาพของวธิบีาวน์ดาร/ีโดเมนเอลเิมนต์  

จะด�าเนินการวิเคราะห์โครงสร้างแผ่นบางท่ีมีรูปร่างซับซ้อน 

ซึ่งถูกแรงในระนาบกระท�าท่ีขอบแสดงดังรูปท่ี 11 โดยค่า 

มอดลุสัความยดืหยุน่ของโครงสร้างแผ่นบางเท่ากบั 200×109 

นิวตันต่อตารางเมตร อัตราส่วนปัวซงเท่ากับ 0.30 และ 

ความหนาของโครงสร้างแผ่นบางเท่ากบั 1 เซนตเิมตร ขณะที่ 

ค่าความแข็งแกร่งของฐานรากยืดหยุ่นก�าหนดให้มีค่าเท่ากับ 

100×103 นวิตันต่อตารางเมตร จากการวเิคราะห์พบว่า ขนาด 

ของแรงวิกฤตในระนาบมีค่าเท่ากับ 90 และ 118 กิโลนิวตัน 

ส�าหรับรูปร่างการโก่งเดาะในโหมดท่ี 1 และ 2 ตามล�าดับ 

ทั้งนี้ ได้แสดงรูปร่างการโก่งเดาะไว้ในรูปที่ 12 

 จากตัวอย่างข้างต้นแสดงให้เห็นถึงประสิทธิภาพของ

วิธีบาวน์ดารี/โดเมนเอลิเมนต์ ซึ่งสามารถเป็นเทคนิคที่

ช่วยให้วิศวกรสามารถวิเคราะห์พฤติกรรมการโก่งเดาะของ

โครงสร้างแผ่นบางที่มีความซับซ้อนได้ และจะเห็นได้ว่า

ค�าตอบที่ได้จากวิธีนี้จะข้ึนอยู่กับอันดับของสมการอนุพันธ์

เท่านั้น ดังนั้นวิธีบาวน์ดารี/โดเมนเอลิเมนต์สามารถน�าไป 

ประยกุต์ใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาด้านวศิวกรรมอืน่ๆ ทีม่อีนัดับ 

ของสมการอนุพันธ์เท่ากับ 2 และ/หรือ 4 ได้อย่างสะดวก

4. สรุป

 การศกึษานีไ้ด้พฒันาวิธบีาวน์ดาร/ีโดเมนเอลเิมนต์ส�าหรบั 

การวเิคราะห์การโก่งเดาะของโครงสร้างแผ่นบางวางบนฐานราก 

ยืดหยุ ่น ซึ่งสามารถใช้วิเคราะห์โครงสร้างแผ่นบางที่ม ี

รปูร่างซบัซ้อนได้ โดยวธิบีาวน์ดาร/ีโดเมนเอลเิมนต์พฒันาขึน้ 

จากวิธสีมการแอนะลอ็ก จากหลกัการของวิธสีมการแอนะลอ็ก  

สมการอนุพันธ์ที่น�ามาแทนที่สมการอนุพันธ์ของปัญหาเดิม 

ประกอบด้วย สมการปัวซงจ�านวนสองสมการและสมการการดดั 

ของโครงสร้างแผ่นบางอกีหนึง่สมการ ค�าตอบของสมการท่ีน�า 

มาแทนทีน่ีส้ามารถเขียนในรปูของสมการอนิทิกรลัจากปัญหา 

ของโปเทนเชียลและปัญหาการดัดของโครงสร้างแผ่นบาง  

ท�าให้การสร้างและการค�านวณฟังก์ชันในสมการอินทิกรัล 

สามารถท�าได้อย่างสะดวก การวิเคราะห์การโก่งเดาะของ 

โครงสร้างแผ่นบางวางบนฐานรากยดืหยุ่นจงึสามารถวเิคราะห์ 

ได้โดยง่าย หลังจากนั้นได้ศึกษาผลของความแข็งแกร่งของ

ฐานรากยืดหยุ่น ความหนาของโครงสร้างแผ่นบาง ชนิดของ

ฐานรองรับในระนาบและอัตราส่วนปัวซงที่มีต่อแรงวิกฤต 

ในระนาบ โดยจากการศึกษานี้สามารถสรุปได้ดังนี้

1. เมื่อค่าความแข็งแกร่งของฐานรากยืดหยุ่นเพิ่มขึ้น 

จะส่งผลให้แรงวิกฤตในระนาบมีค่าเพิ่มขึ้นด้วย

2. เมื่อความหนาของโครงสร ้างแผ่นบางเพิ่มขึ้น 

จะท�าให้ขนาดของแรงวกิฤตในระนาบมค่ีาเพิม่ขึน้ตามไปด้วย 

เพราะค่าความแขง็แกร่งของการดดัของโครงสร้างแผ่นบางมี

ค่าสูงขึ้นเนื่องจากความหนาที่เพิ่มขึ้น

3. โครงสร้างแผ่นบางทีม่ฐีานรองรบัแบบเคลือ่นทีไ่ม่ได้ 

ในระนาบมีขนาดแรงวิกฤตในระนาบท่ีน้อยกว่าโครงสร้าง

แผ่นบางที่มีฐานรองรับแบบเคล่ือนที่ได้ในระนาบ เนื่องจาก

ต้องรับภาระน�้าหนักกระท�าสองแกน

4. เมื่ออัตราส่วนปัวซงมีค่าเพิ่มขึ้นจะท�าให้ค่าความ

แขง็แกร่งของการดดัของโครงสร้างแผ่นบางเพิม่ขึน้ตาม ส่งผล 

ให้ขนาดของแรงวิกฤตในระนาบเพิ่มขึ้นไปด้วย

รปูที ่11 โครงสร้างแผ่นบางทีม่รีปูร่างซบัซ้อน (หน่วย: เมตร) 

รูปที่ 12 รปูร่างการโก่งเดาะโหมดที ่1 และ 2 ของ โครงสร้าง

แผ่นบางที่มีรูปร่างซับซ้อน 

Mode Shape 1 Mode Shape 2

Simple support
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*

* 0
n
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5. วิธีบาวน์ดารี/โดเมนเอลิเมนต์สามารถเป็นเทคนิค

การวิเคราะห์การโก่วเดาะของโครงสร้างแผ่นบางวางบน

ฐานรากยืดหยุ่นที่มีรูปร่างซับซ้อนได้อย่างถูกต้อง 
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