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บทคัดย่อ

งาน์วิจััยน์ี� ทำการศุ้กษาวิธีสีมูทไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ติ์แบบแบ่งเอีลิเมน์ต์ิหลักเปิ็น์รูปิหลายเหลี�ยมซ้ึ่�งมีการแบ่งโดเมน์ย่อีย

สีม�ำเสีมอีภายใน์เอีลเิมน์ติห์ลกัน์ั�น์ อีอีกเปิน็์เอีลเิมน์ติท์รงสีี�หน์�า โดเมน์ขอีบเขติขอีงปิญัหาซึ่้�งถิกูแบง่อีอีกเปิน็์รูปิหลายเหลี�ยมน์ั�น์  

ถิูกสีร�างข้�น์มาจัากการแปิลงขอีงเอีลิเมน์ติ์สีามเหลี�ยมหร่อีสีี�เหลี�ยมจัากขั�น์ติอีน์การสีร�างโครงติาข่ายขอีงวิธีไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์  

สีำหรับโดเมน์สีม�ำเสีมอีน์ั�น์ เอีลิเมน์ติ์ทรงสีี�หน์�าถิูกสีร�างข้�น์เท่ากับจัำน์วน์ด�าน์ขอีงเอีลิเมน์ติ์รูปิหลายเหลี�ยม ความเค�น์ใน์

ระน์าบสีอีงมิติิขอีงคาน์ย่�น์ปิลายรับแรงเฉื่อีน์พิาราโบลาที�ปิลายคาน์อิีสีระถิูกใชั�เปิ็น์ปิัญหามาติรฐาน์สีำหรับการติรวจัสีอีบ

ความสีามารถิขอีงวิธีน์ี� ผึ้ลติอีบสีน์อีงขอีงคาน์ ได�แก่ ค่าการเปิลี�ยน์ติำแหน์่งและความเค�น์ ซึ่้�งได�จัากการวิเคราะห์เชัิงติัวเลข 

จัะถิูกน์ำไปิเปิรียบเทียบกับผึ้ลจัากการวิเคราะห์ด�วยไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์และทางทฤษฎี ถิ้งแม�ว่าผึ้ลจัากการวิเคราะห์เชัิงติัวเลข 

ที�ได�มคีา่อียูร่ะหวา่งผึ้ลจัากการวเิคราะหด์�วยวธิไีฟไน์ติเ์อีลเิมน์ติแ์บบ T3 และ Q4 ใน์ชัว่งขอีงโครงติาขา่ยที�มคีวามละเอียีดติ�ำ  

ความแม่น์ยำใน์การคำน์วณั และเข�าใกล�ค่าทางทฤษฎีที�มากกว่าวิธีไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ต์ิน์ั�น์ ได�จัากการใชั�ความละเอีียดสุีดขอีง 

โครงติาข่ายเปิ็น์ 48 × 12 ใน์มุมมอีงขอีงผึู้�วิจััยเชั่�อีว่า การไม่ติ�อีงทำ Mapping ระหว่าง Physical และ Parent Elements 

และความยด่หยุน่์ขอีงการใชั�รูปิหลายเหลี�ยมสีมูทไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิน์ี� สีามารถิน์ำไปิปิระยุกต์ิใชั�กับรูปิร่างหรอ่ีขอีบเขติที�มคีวาม

ซึ่ับซึ่�อีน์หร่อีใน์บริเวณัที�มีความไม่เข�ากัน์ขอีงโครงติาข่ายได�อีย่างมีปิระสีิทธิภาพิ

คำสำคัญ: ความเค�น์ใน์ระน์าบสีอีงมิติิ คาน์ย่�น์ปิลาย แรงเฉื่อีน์พิาราโบลา เอีลิเมน์ติ์รูปิหลายเหลี�ยม โดเมน์ย่อียสีม�ำเสีมอี 

สีมูทไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์ เอีลิเมน์ติ์ทรงสีี�หน์�า

การอี�างอีิงบทความ: ณััฐยา เสีียงใสี, กำธรเกียรติิ มุสีิเกติ, บุญชััย ผึ้้�งไผึ้่งาม, สีุธี ปิิยะพิิพิัฒน์์, ศุุภสีิทธิ พิงศุ์ศุิวะสีถิิติย์ และ พิงศุ์พิิชัญ์ ติ่วน์ภูษา, 

“สีมูทไฟไน์ติเ์อีลเิมน์ติร์ปูิหลายเหลี�ยมที�ใชั�โดเมน์สีม�ำเสีมอีแบบเอีลเิมน์ติท์รงสีี�หน์�าสีำหรบัปิญัหาความเค�น์ใน์ระน์าบสีอีงมติิ,ิ” วารสารวชิาการ
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Abstract

This study investigated the polygonal cell-based smoothed finite element divided to quadrilateral 

smoothing domains. Problem domain, discretized to n-sided polygonal elements, is constructed by 

transformation of triangular or quadrilateral elements. For smoothing cells, quadrilateral elements are 

equally created according to number of polygonal element sides. Cantilever two-dimensional plane stress 

beam subjected to parabolic shear traction at free end is utilized as a benchmark problem to validate 

the capability of this method. Beam’s responses including displacements and stresses obtained from 

numerical analysis are compared to both FEM and analytical solutions. Despite the fact that the results 

obtained from this method arranged between the results from T3 and Q4 finite element method as coarse 

mesh, more accuracy than finite element results and closed to analytical solutions can be achieved at 

the finest 48 × 12 mesh. Since there is no mapping between physical and parent element, the flexibility 

of using polygonal cell-based smoothed finite element can be employed to complex regions/shapes or 

non-meshing areas efficiently, in author’s perspective.

Keywords: Cantilever Beam, Parabolic Shear Traction, n-sided Polygonal Element, Cell-based Smoothed 

Finite Element

Research Article

Please cite this article as: N. Siengsai, K. Musiket, B. Puangpaingam, S. Piyapiphat, S. Pongsivasathit, and P. Tuanpusa, 

“Polygonal cell-based smoothed finite element using quadrilateral smoothing domains for 2D plane stress problem,” 

The Journal of KMUTNB, vol. 33, no. 2, pp. 526–537, Apr.–Jun. 2023 (in Thai).

http://dx.doi.org/10.14416/j.kmutnb.2022.01.005


528

ณััฐยา เสีียงใสี และคณัะ, “สีมููทไฟไนต์์เอลิเมูนต์์รููปหลายเหลี�ยมูที�ใช้้โดเมูนสีมู�ำเสีมูอแบบเอลิเมูนต์์ทรูงสีี�หน้าสีำหรูับปัญหาความูเค้นในรูะนาบ

สีองมูิต์ิ.”

The Journal of KMUTNB., Vol. 33, No. 2, Apr.–Jun. 2023

วารสารวิชาการพระจอมเกล้้าพระนครเหนือ ปีีที่่� 33 ฉบัับัที่่� 2 เม.ย.–มิ.ย. 2566

1. บทนำ

 การวิเคราะห์ไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ติ์แบบดั�งเดิมนั์�น์ อีาศัุย

การใชั�เอีลิเมน์ติ์พิ่�น์ฐาน์แบบรูปิสีามเหลี�ยม (Triangular 

Elements) และรูปิสีี�เหลี�ยม (Quadrilateral Elements) 

เปิ็น์หลัก ความถิูกติ�อีงแม่น์ยำขอีงผึ้ลลัพิธ์ที�ได� จ้ังข้�น์อียู่กับ

ลักษณัะ และคุณัภาพิขอีงเอีลิเมน์ติ์ที�น์ำมาใชั� เม่�อีติ�อีงการ

ความละเอีียดใน์การคำน์วณัที�สีูงข้�น์ จั้งมีความจัำเปิ็น์ที�จัะ

ติ�อีงอีาศุัยกระบวน์การทำซึ่�ำโครงติาข่าย (Re-meshing) ให�

มีความละเอีียดมากข้�น์ติามไปิด�วย ใน์กรณีัที�ขอีบเขติขอีง

ปิัญหามีขน์าดใหญ่น์ั�น์ ทางเล่อีกอีีกอีย่างหน์้�งค่อี เล่อีกใชั� 

โครงติาข่ายขน์าดเล็กเฉืพิาะบริเวณัที�สีน์ใจัเพิ่�อีลดเวลา และ

ค่าใชั�จั่ายขอีงการคำน์วณั

 การวิเคราะห์ไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิด�วยการสีร�างความเครียด

แบบสีม�ำเสีมอี (Smoothed Finite Element Methods; 

SFEM) น์ั�น์ ถิูกคิดค�น์โดย Liu และคณัะ [1] ซ้ึ่�งเป็ิน์การ

พิัฒน์าแน์วความคิดขอีงการสีร�างสีน์ามความเครียดแบบ

สีม�ำเสีมอี (Smoothed Strain Field) ที�แติกต่ิางอีอีกไปิจัาก

วธิไีฟไน์ติเ์อีลเิมน์ติแ์บบเดมิ ซึ่้�งสีร�างสีน์ามความเครยีดแบบที�

เรียกว่าสีน์ามความเครียดแบบสีอีดคล�อีงกัน์ (Compatible 

Strain Field) เพิ่�อีใชั�แก�ปิัญหาทางวิศุวกรรมปิระเภทติ่างๆ 

ให�ได�รับความละเอีียดแม่น์ยำที�สีูงข้�น์ รูปิแบบขอีงการสีร�าง

โดเมน์ย่อีย หรอ่ีเรียกอีกีอีย่างหน์้�งว่าเอีลิเมน์ต์ิยอ่ียสีม�ำเสีมอี

สีำหรับปิัญหาใน์ระน์าบสีอีงมิติินั์�น์ สีามารถิแบ่งอีอีกได�เป็ิน์  

3 ปิระเภท ข้�น์อียูก่บัการพิจิัารณัาใชั�สีว่น์ติา่งๆ ขอีงเอีลเิมน์ติ ์

หลัก น์ั�น์ค่อี แบบที� 1 แบ่งโดยอีาศุัยการแบ่งเอีลิเมน์ติ์หลัก

ขอีงปิัญหา (Cell-based Smoothed Finite Element 

Method) แบบที� 2 แบ่งโดยอีาศุัยด�าน์แติ่ละด�าน์ขอีง 

เอีลิเมน์ติ์หลัก (Edge-based Smoothed Finite Element 

Method) และแบบที� 3 ค่อีแบ่งโดยอีาศุัยโหน์ดขอีงปิัญหา 

(Node-based Smoothed Finite Element Method) รูปิ

แบบขอีงการแบง่เอีลิเมน์ต์ิยอ่ียสีม�ำเสีมอีดังกลา่ว แสีดงได�ดัง

รูปิที� 1 (ก), (ข) และ (ค) ติามลำดับ

 ความแติกติ่างระหว่างวิธีไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์แบบเดิม

และสีมูทไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิอียู่ที�ไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิทำการสีร�าง

สีน์ามความเครยีดแบบสีอีดคล�อีงใน์ขณัะที�ใชั�การสีร�างสีน์าม

ความเครียดแบบสีม�ำเสีมอี โดยติรงด�วยรูปิแบบ Weak 

Form สีม�ำเสีมอีขอีงกาเลอีร์คิน์ (Smoothed Galerkin 

Weak Form) ใน์วิธีสีมูทไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์ ขั�น์ติอีน์ที�เหล่อีติ่อี

ไปิจัากน์ี� ได�แก่ การหาสีติิฟเน์สีขอีงระบบ การหาเวกเติอีร์

แรง และการแก�ระบบสีมการสีำหรับการเปิลี�ยน์ติำแหน์่งยัง

คงเปิ็น์รูปิแบบเดียวกัน์กับวิธีไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์รวมทั�งวิธีการ

แบ่งสี่วน์ย่อีย (Discretization Methods) อี่�น์ๆ จั้งสีามารถิ

น์ำไปิใชั�รว่มกัน์ได�โดยไมต่ิ�อีงปิรับเปิลี�ยน์ขั�น์ติอีน์การคำน์วณั

มากน์ัก

 วิธีการวิเคราะห์สีมูทไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์น์ี� ได�ถิูกน์ำไปิ

ปิระยุกติ์ใชั�กับปิัญหาด�าน์ติ่างๆ เน์่�อีงจัากความแม่น์ยำใน์

การหาค่าติ่างๆ น์ั�น์เอีง โดย Liu และ Trung [3] พิบว่า ค่า

ความเค�น์ที�ได�จัากวิธีสีมูทไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ต์ิ มีความแม่น์ยำ 

สีงูกวา่ที�ได�จัากวธิไีฟไน์ติเ์อีลเิมน์ติเ์ดมิ และคำติอีบที�ได�น์ี�จัะม ี

ค่าอียู่ระหว่างค่าที�ได�จัากทางทฤษฎีและวิธีไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิ 

แบบเดมิ [1] Hamrani และคณัะ [4] รวมทั�ง Wang และคณัะ  

[5] ได�ใชั�วิธีสีมูทไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์แบบแบ่งเอีลิเมน์ติ์หลัก 

รว่มกบั NURBS-based IGA สีำหรบัปิญัหาใน์ระน์าบสีอีงมติิิ  

โดยชัี�ให�เห็น์ถิ้งข�อีดีอีีกปิระการหน์้�งขอีงวิธีสีมูทไฟไน์ติ์ 

เอีลิเมน์ติ์ที�เหน์่อีกว่าวิธีอี่�น์ค่อี การไม่ติ�อีงคำน์วณัหาค่า

อีนุ์พิัน์ธ์ลำดับติ่างๆ ขอีงฟังก์ชััน์ NURBS ซ้ึ่�งมักจัะอียู่ใน์

รูปิขอีงโพิลิโน์เมียลกำลังสูีงๆ วิธีสีมูทไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิแบบ

อีาศัุยการแบ่งเอีลิเมน์ต์ิหลักอีอีกเป็ิน์โดเมน์ย่อียสีม�ำเสีมอี 

(CSFEM) น์ั�น์ ถิอ่ีได�ว่าเป็ิน์วธิทีี�งา่ยที�สีดุใน์ขณัะที�ผึ้ลลัพิธท์ี�ได� 

มีความแม่น์ยำใน์ระดับความคลาดเคล่�อีน์ที�ยอีมรับได� โดย

ถิูกน์ำไปิปิระยุกติ์ใชั�กับปิัญหาทางด�าน์การวิเคราะห์การสีั�น์

สีะเท่อีน์ [6] หร่อีร่วมกับวิธี Extended Finite Element 

Method (XFEM) สีำหรับการวิเคราะห์ปิัญหาความไม ่

        (ก)                      (ข)                     (ค)

รููปท่� 1 การสีร�างโดเมน์ย่อียสีม�ำเสีมอีแบบติ่างๆ [2]
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ติ่อีเน์่�อีงและซึ่ิงกูลาริติี (Discontinuity and Singularity) 

ขอีงปิัญหาใน์สีอีงและสีามมิติิ [7] ปิัญหาที�เกี�ยวกับแผึ้่น์และ 

แผึ้่น์บาง [8] เปิ็น์ติ�น์

 การแบ่งโดเมน์ขอีงปัิญหาอีอีกเป็ิน์เอีลิเมน์ต์ิยอ่ียที�ไมถ่ิกู

จัำกัดอียูแ่ค่รปูิทรงขอีงเอีลิเมน์ต์ิพิ่�น์ฐาน์หลักสีอีงแบบขอีงวิธี

ไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์แบบเดิมดังที�ได�กล่าวมาแล�วล่าสีุดน์ั�น์ ได�แก่ 

วิธีเอีลิเมน์ติ์เสีม่อีน์ (Virtual Element Method; VEM) [9], 

[10]  วธิสีีเกลบาวเดอีรไีฟไน์ติเ์อีลเิมน์ต์ิ (Scaled Boundary 

Finite Element Method; SBFEM) [11], [12] 

 สีำหรับสีมูทไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิน์ั�น์ โดเมน์สีม�ำเสีมอีซ้ึ่�ง

ถิูกสีร�างบน์พิ่�น์ฐาน์ขอีงเอีลิเมน์ติ์ที�มีหลายด�าน์ (Polygonal 

Elements) น์ั�น์ ถิูกเสีน์อีเปิ็น์ครั�งแรกโดย Dai และคณัะ 

[13] บ่อียครั�งพิบว่า ปิัญหาซึ่ิงกูลาร์มักจัะเกิดข้�น์ใน์ระหว่าง

การวิเคราะห์หากจัำน์วน์ขอีงโดเมน์ย่อียสีม�ำเสีมอีที�ใชั�ใน์

แติ่ละเอีลิเมน์ต์ิหลักแบบหลายเหลี�ยมนี์�มีจัำน์วน์ไม่เพีิยงพิอี 

หากติ�อีงการให�ผึ้ลลัพิธ์ที�ได�มีเสีถีิยรภาพิ และความแม่น์ยำ

ที�เพิียงพิอี Dai และคณัะ ได�แน์ะน์ำให�มีการแบ่งโดเมน์ย่อีย

สีม�ำเสีมอีภายใน์เอีลิเมน์ติ์หลักรูปิหลายเหลี�ยมให�มีจัำน์วน์

เท่ากับจัำน์วน์ด�าน์ขอีงเอีลิเมน์ติ์หลายเหลี�ยมน์ั�น์ๆ

 งาน์วจิัยัครั�งนี์� ทำการศุก้ษาผึ้ลขอีงการใชั�เอีลเิมน์ติท์รง

เหลี�ยมสีี�หน์�า เพิ่�อีสีร�างโดเมน์ย่อียสีม�ำเสีมอี (Smoothing 

Domains) ที�อียู่ภายใน์เอีลิเมน์ต์ิหลักซ้ึ่�งได�มาจัากการแบ่ง

โดเมน์ขอีงปิัญหา (Discretization) อีอีกเปิ็น์โครงติาข่าย

ย่อียรูปิหลายเหลี�ยมติามวิธีขอีงสีมูทไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์แบบที�

ข้�น์อียู่กับเอีลิเมน์ติ์หลัก (Cell-based Smoothed Finite 

Element Method) โครงติาข่ายหลักรูปิหลายเหลี�ยม หร่อี

รูปิทรงสีี�หน์�าซ้ึ่�งสีามารถิสีร�างได�จัากการใชั�โปิรแกรมที�เขียน์

ข้�น์มา หรอ่ีโปิรแกรมไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิสีำเรจ็ัรูปิทั�วไปิ ติวัอีย่าง

สีำหรับการวิเคราะห์เชัิงติัวเลขที�ใชั�เปิ็น์คาน์ย่�น์ปิลายที�รับ 

แรงเฉื่อีน์ที�ปิลายคาน์เปิ็น์รูปิพิาราโบลากระทำที�ปิลายอีิสีระ

เพ่ิ�อีหาค่าการโก่งติัวที�ได�เทียบกับค่าที�คำน์วณัได�ทางทฤษฎี

ติ่อีไปิ

 การศุก้ษาใน์ครั�งน์ี�ได�แบง่หวัข�อีดำเน์นิ์การอีอีกเปิน็์ส่ีวน์

ติา่งๆ ดงัติอ่ีไปิน์ี� ทฤษฎีเบ่�อีงติ�น์ขอีงการวเิคราะหส์ีมทูไฟไน์ติ์

เอีลิเมน์ติ์ การสีร�างเอีลิเมน์ติ์หลักรูปิหลายเหลี�ยมเทียบเท่า

จัากเอีลิเมน์ติ์ทรงสีี�หน์�าสีำหรับโดเมน์ขอีงปิัญหา การแบ่ง 

เอีลิเมน์ต์ิสีม�ำเสีมอีย่อียรูปิทรงสีี�หน์�าภายใน์เอีลิเมน์ต์ิหลัก

รวมทั�งขอีบเขติขอีงปิญัหาความเค�น์ใน์ระน์าบสีำหรบัคาน์ย่�น์

ปิลายจัะถิูกกล่าวถ้ิงใน์สี่วน์ที�สีอีง ติามด�วยสี่วน์ที�สีามซ้ึ่�งจัะ

กลา่วถิง้ผึ้ลขอีงการวเิคราะหเ์ชิังติวัเลขสีำหรบัปิญัหาดงักลา่ว 

และใน์ส่ีวน์ที�สีี�จัะเป็ิน์การอีภปิิรายผึ้ลและสีรปุิผึ้ลการวเิคราะห์

2. วัสดุ อุปกรูณ์์แลิะวิธี่การูวิจััย

 การวิจััยเริ�มด�วยการกล่าวถิ้งสีมการครอีบคลุมปิัญหา 

ความเค�น์ใน์ระน์าบขอีงขอีงแข็งเป็ิน์ลำดับแรกก่อีน์ที�จัะกล่าวถิง้ 

วิธีสีมูทไฟไน์ติ์สีำหรับใชั�ใน์การวิเคราะห์ปิัญหาขอีงแข็ง 

ดังกล่าว ติามด�วยการสีร�างเอีลิเมน์ติ์หลักรูปิหลายเหลี�ยม

เทียบเท่าครอีบคลุมทั�วทั�งโดเมน์ขอีงปัิญหา ขั�น์ติอีน์ขอีง

การสีร�างเอีลิเมน์ติ์ย่อียสีม�ำเสีมอีรูปิทรงสีี�หน์�าสีำหรับแติ่ละ 

เอีลิเมน์ต์ิหลักทุกเอีลิเมน์ต์ิ การใชั�แบบจัำลอีงทางคณิัติศุาสีติร์

สีำหรับปัิญหาความเค�น์ใน์ระน์าบสีอีงมิติิที�เหมาะสีม อีัน์จัะ

น์ำไปิสีู่ขั�น์ติอีน์ขอีงการวิเคราะห์ด�วยโปิรแกรมคอีมพิิวเติอีร์

เพิ่�อีน์ำค่าที�ได�เหล่าน์ั�น์ไปิเปิรียบเทียบกับค่าที�ได�จัากการ

วิเคราะห์ทางทฤษฎีซ้ึ่�งจัะได�กล่าวถิ้งเปิ็น์หัวข�อีสุีดท�ายใน์

สี่วน์น์ี�

2.1 สมููทไฟไนต์์เอลิิเมูนต์์ 

 ขั�น์ติอีน์การสีร�างสีมูทไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์สีำหรับการแก�

ปิัญหาความเค�น์ขอีงขอีงแข็งใน์ระน์าบนั์�น์ สีามารถิอีธิบาย

โดยสีรุปิย่อีดังน์ี� เริ�มจัากการแบ่งโดเมน์ขอีงปิัญหาอีอีกเปิ็น์ 

เอีลิเมน์ติ์ย่อียรูปิหลายเหลี�ยม (อีาจัหมายรวมถิ้งเอีลิเมน์ติ์ 

แบบรูปิสีามเหลี�ยมสีี�เหลี�ยมด�วย) เช่ัน์เดียวกับวิธีไฟไน์ต์ิ

เอีลิเมน์ติ์แบบเดิม หร่อีใชั�ขบวน์การที�เรียกว่า Delaunay  

Triangulation ก็ได� สีร�างสีน์ามการเปิลี�ยน์ติำแหน์่ง  

(Displacement Field) ทำการสีร�างสีน์ามความเครียด

สีม�ำเสีมอีโดยใชั�ค่าขอีงฟังก์ชันั์การปิระมาณัภายใน์หรอ่ีฟังก์ชันั์ 

รูปิร่าง (Shape Functions) โดยอีาศัุยเทคนิ์คที�เรียกว่า 

Strain or Gradient Smoothing ติลอีดทั�งโดเมน์ย่อีย

สีม�ำเสีมอีที�ได�ทำการแบ่งไว�ภายใน์เอีลิเมน์ติ์รูปิหลายเหลี�ยม

แล�ว สีน์ามความเครยีดสีม�ำเสีมอีนี์� ถิกูสีร�างผ่ึ้าน์การอีนิ์ทเิกรติ 
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ขอีงพิ่�น์ที�ขอีบเขติน์ั�น์เอีงโดยไม่ติ�อีงทำการ Mapping ระหว่าง  

Physical และ Parent Coordinates โดยที�ขั�น์ติอีน์ทั�งหมด

ติ่อีไปิจัากน์ี� เหม่อีน์กับวิธีไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์แบบเดิม

 สีมการสีมดุลสีถิิติสีำหรับปิัญหาเชิังย่ดหยุ่น์ (Elastic 

Problem) ที�มีโดเมน์ขอีงปิัญหาเปิ็น์ Ω และขอีบเขติเปิ็น์ Γ 

สีามารถิอีธิบายได�ด�วยสีมการ

  (1)

ร่วมกับสีมการเง่�อีน์ไขขอีบ  บน์ขอีบเขติ Γt และ 

 บน์ขอีบเขติ Γu เม่�อี  และ ni ค่อี เทน์เซึ่อีร์ขอีง

ความเค�น์ เวกเติอีร์ขอีงแรงเน่์�อีงจัากน์�ำหนั์ก และเวกเติอีร์ 

ติั�งฉืากหน์้�งหน่์วยติามลำดับ ดังน์ั�น์สีมการแปิรผัึ้น์ Weak 

Form จัะสีามารถิเขียน์ได�ด�วยสีมการ

  (2)

 สีำหรับสีมูทไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ติ์ ติัวปิฎิบัติิการสีม�ำเสีมอี 

(Smoothing Operator) จัะใชั�เทคนิ์ค Strain/Gradient 

Smoothing กับโดเมน์สีม�ำเสีมอีย่อียภายใน์เอีลิเมน์ติ์หลัก

ด�วยสีมการ

  (3)

โดยที� As ค่อีพ่ิ�น์ที�ขอีงโดเมน์สีม�ำเสีมอีย่อียและฟังก์ชััน์

ปิระมาณัขอีงการเปิลี�ยน์ติำแหน์่ง                   น์ั�น์เอีง น์ำ

คา่แทน์ลงใน์สีมการที� (3) จัะทำให�การอิีน์ทิเกรติติลอีดโดเมน์

สีม�ำเสีมอีย่อียน์ั�น์ เปิลี�ยน์เปิ็น์การอีิน์ทิเกรติบน์ขอีบเขติขอีง

โดเมน์สีม�ำเสีมอีย่อียน์ั�น์ๆ แทน์ ดังแสีดงใน์สีมการที� (4)

  (4)

 อีาศุัยติัวปิฎิบัติิการสีม�ำเสีมอีน์ี� ค่าสีน์ามความเครียด

สีม�ำเสีมอีก็สีามารถิหาได�ใน์ลักษณัะเดียวกัน์กับสีน์าม

ความเครียดแบบสีอีดคล�อีง โดยวิธีไฟไน์ติ์เอีลิ เมน์ติ์ 

แติกติ่างกัน์ติรงที�ค่าขอีงเมทริกซึ่์ความสัีมพิัน์ธ์ระหว่าง

ความเครียด-ระยะการเสีียรูปิ (Strain-displacement 

Matrix) น์ั�น์ค่อี

  (5)

เม่�อี  และ  ค่อี เมทรกิซ์ึ่ความสีมัพัิน์ธร์ะหวา่งความเครียด- 

ระยะการเสีียรูปิขอีงสีมทูไฟไน์ต์ิเอีลเิมน์ต์ิและไฟไน์ต์ิเอีลเิมน์ต์ิ 

ติามลำดับ กล่าวอีีกอีย่างหน์้�งว่าเมทริกซึ่์ความสัีมพิัน์ธ์

ระหว่างความเครียด-ระยะการเสีียรูปิ ขอีงสีมูทไฟไน์ต์ิ

เอีลิเมน์ต์ิก็ค่อีค่าเฉืลี�ยขอีงเมทริกซึ่์ความสัีมพิัน์ธ์ระหว่าง

ความเครียด-ระยะการเสีียรูปิ ขอีงไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์ติลอีดทั�ง

โดเมน์สีม�ำเสีมอีย่อียน์ั�น์เอีง จัากสีมการที� (5) จัะได�ว่า

 

  (6)

 เอีลิเมน์ติ์หลักใดๆ ใน์ 2 มิติิทุกปิระเภท ไม่ว่าจัะเปิ็น์ 

เอีลิเมน์ต์ิสีามเหลี�ยม สีี�เหลี�ยม หรอ่ีหลายเหลี�ยมกต็ิาม สีามารถิ 

พิจิัารณัาได�ว่าเกิดจัากการน์ำเอีาส่ีวน์ขอีงเสี�น์ติรงมาปิระกอีบ

กัน์เข�าเปิ็น์เอีลิเมน์ต์ิน์ั�น์ๆ ขอีบแติ่ละด�าน์ขอีงเอีลิเมน์ต์ิหลัก 

จัง้ถิกูพิจิัารณัาว่าเป็ิน์เอีลเิมน์ต์ิอีย่างง่ายคอ่ี เอีลเิมน์ต์ิเสี�น์ติรง 

ที�ม ี2 โหน์ด (2 Nodes Bar Element) เพิราะฉืะน์ั�น์ จัง้ใชั�จุัด

ขอีงเกาส์ี (Gauss Point) เพีิยงแค่จัดุเดยีว ณั ติำแหน์ง่ก้�งกลาง

ขอีงความยาวขอีบน์ั�น์ๆ สีำหรับการอีิน์ทิเกรติก็เพิียงพิอี 

ที�จัะให�ค่าที�แท�จัริงอีอีกมาได� ดังน์ั�น์ สีมาชัิกขอีงเมทริกซึ่์ใน์

สีมการที� (6) จั้งสีามารถิเขียน์ให�อียู่ใน์รูปิขอีงผึ้ลรวมได�ดัง

สีมการที� (7)

  (7)

 จัากสีมการสีมูทไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์ดงักลา่วข�างติ�น์ ทำให�

พิบวา่ ไมต่ิ�อีงทำการหาอีนุ์พินั์ธ์ยอ่ียขอีงฟงักชั์ัน์รูปิร่างรวมทั�ง

จัาโคเบียน์เมทริกซึ่์ ถิ่อีได�ว่าเปิ็น์ข�อีดีปิระการหน์้�งที�ดีกว่าวิธ ี

ไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์แบบเดิม
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2.2 การูสรู้างเอลิิเมูนต์์หลิักแลิะเอลิิเมูนต์์ย่อยสมู�ำเสมูอ

รููปหลิายเหลิ่�ยมู

 วิธีสีมูทไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิอีาศุัยหลักการขอีงการสีร�าง

สีน์ามความเครียดสีม�ำเสีมอีดังที�ได�กล่าวมาแล�วข�างติ�น์ ข�อีดี

ปิระการหน์้�งขอีงการทำเช่ัน์น์ั�น์ ทำให�เอีลิเมน์ต์ิหลัก หร่อี 

เอีลิเมน์ต์ิย่อียสีม�ำเสีมอีเหล่านั์�น์ เสีม่อีน์ว่าเป็ิน์เอีลิเมน์ต์ิขั�น์

พิ่�น์ฐาน์อีย่างง่ายที�สีุดน์ั�น์ค่อี เอีลิเมน์ติ์เสี�น์ติรงที�มีสีอีงโหน์ด 

(2-node Line Element) มาปิระกอีบกัน์เข�าเปิ็น์เอีลิเมน์ติ ์

หลักดังกล่าว สี่งผึ้ลให�มีความย่ดหยุ่น์ใน์การเล่อีกใชั�งาน์ 

เอีลิเมน์ต์ิหลัก และเอีลิเมน์ต์ิย่อียสีม�ำเสีมอีที�ปิระกอีบด�วย

จัำน์วน์ด�าน์ที�มีมากกว่า 4 ด�าน์ ได�อีย่างง่ายดาย

 เทคนิ์คขอีงการสีร�างเอีลิเมน์ต์ิรูปิหลายเหลี�ยมสีำหรับ

การวิเคราะห์ด�วยสีมูทไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์ใน์ครั�งน์ี� อีาศุัย

โปิรแกรมการสีร�างเอีลิเมน์ติร์ปูิหลายเหลี�ยมที�ถิกูเขยีน์ข้�น์มา

ด�วยโปิรแกรม MATLAB ซึ่้�งใชั�สีำหรับการสีร�างเอีลิเมน์ติ์รูปิ

หลายเหลี�ยมสีำหรับโดเมน์ปิัญหาที�มาจัากรูปิทรงเรขาคณัิติ

ขั�น์พิ่�น์ฐาน์ ได�แก่ เสี�น์ติรง สีี�เหลี�ยม วงกลม วงรี และมีรปูิทรง

ไมส่ีลบัซึ่บัซึ่�อีน์มากน์กั [14] ติวัอียา่งคาน์ย่�น์ปิลายที�ปิระกอีบ

ด�วยเอีลิเมน์ติ์รูปิหลายเหลี�ยม แสีดงได�ดังรูปิที� 2

 งาน์วิจััยครั�งนี์� เอีลิเมน์ต์ิหลักรูปิหลายเหลี�ยมสีำหรับ

โดเมน์ขอีงปิัญหานั์�น์ ถิูกสีร�างข้�น์มาจัากเอีลิเมน์ติ์หลักรูปิ

ทรงสีี�หน์�า (Q4) ที�เทียบเท่ากัน์ซึ่้�งสีามารถิสีร�างได�จัากการ

ใชั�โปิรแกรมไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์สีำเร็จัรูปิทั�วๆ ไปิ จัำน์วน์ความ

ละเอีียดขอีงโครงติาข่ายจัากหยาบสุีดไปิจัน์กระทั�งละเอีียด

สีุด กำหน์ดให�มีค่าเปิ็น์ 16 × 4, 24 × 6, 32 × 8, 40 × 10 

และ 48 × 12 ติามลำดับ รูปิที� 3 แสีดงโครงติาข่ายหลักรูปิ

หลายเหลี�ยมเทียบเท่าที�ได�จัากการแปิลงเอีลิเมน์ต์ิหลักรูปิ

ทรงสีี�หน์�าที�โครงติาข่ายขน์าด 32 × 8

 เม่�อีคาน์ตัิวอีย่างได�ถูิกแบ่งอีอีกเปิ็น์เอีลิเมน์ต์ิหลักรูปิ

หลายเหลี�ยมดังแสีดงใน์รูปิที� 3 ข�างติ�น์แล�ว ขั�น์ติอีน์ติ่อีไปิ

เปิ็น์การสีร�างเอีลิเมน์ติ์ย่อียสีม�ำเสีมอีรูปิทรงสีี�หน์�าภายใน์

แติ่ละเอีลิเมน์ต์ิหลัก เอีลิเมน์ต์ิย่อียสีม�ำเสีมอีเหล่าน์ี� จัะมี

จัุดยอีดร่วมกัน์ที�ติำแหน์่งเซึ่น์ทรอียด์ (Barycenter) ขอีงรูปิ

หลายเหลี�ยมน์ั�น์เอีง การสีร�างเอีลิเมน์ติ์ย่อียน์ี� ทำได�ด�วยการ

เชั่�อีมโยงจุัดเซึ่น์ทรอียด์ขอีงเอีลิเมน์ต์ิหลักไปิยังจัุดก้�งกลาง 

ด�าน์แต่ิละด�าน์เพิ่�อีสีร�างรปูิทรงสีี�หน์�าข้�น์มา จัำน์วน์ขอีงเอีลเิมน์ต์ิ 

ยอ่ียสีม�ำเสีมอีน์ี� จัะมจีัำน์วน์เทา่กบัจัำน์วน์ด�าน์ขอีงเอีลเิมน์ต์ิ 

หลักรูปิหลายเหลี�ยมน์ั�น์เอีง ลักษณัะขอีงเอีลิเมน์ติ์ย่อีย 

ดังกล่าว แสีดงได�ด�วยพิ่�น์ที�ใน์สี่วน์ที�แรเงาเพิ่�อีความชััดเจัน์ 

ดังแสีดงใน์รูปิที� 4

2.3 ปัญหาสำหรูับการูทดสอบ

 การวจิัยัใน์ครั�งน์ี� พิจิัารณัาใชั�ตัิวอียา่งขอีงคาน์ย่�น์ปิลาย 

รููปท่� 2 เอีลิเมน์ติ์หลักรูปิหลายเหลี�ยม

รููปท่� 3 เอีลิเมน์ติ์หลักรูปิหลายเหลี�ยมเทียบเท่า

รููปท่� 4 เอีลิเมน์ติ์ย่อียสีม�ำเสีมอีรูปิสีี�หน์�าภายใน์เอีลิเมน์ติ์

หลักรูปิหลายเหลี�ยม
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(Cantilever Beam) ซึ่้�งมฐีาน์รอีงรบัที�ปิลายคาน์ด�าน์ซึ่�ายเปิน็์ 

แบบยด้หมนุ์ (Hinged Support) ที�ระยะก้�งกลางขอีงความล้ก  

(D/2) โดยที�ขอีบด�าน์บน์ และด�าน์ล่างมีสีภาพิเปิ็น์ที�รอีงรับ

แบบเคล่�อีน์ที�ได�ใน์แน์วดิ�ง (Roller Support) เพ่ิ�อีให�สีามารถิ 

ยด่หรอ่ีหดได�อีย่างอีสิีระสีอีดคล�อีงกบัค่าขอีงอีตัิราส่ีวน์ปัิวซึ่ง  

ใน์ขณัะที�ปิลายคาน์ด�าน์ขวารับแรงเฉื่อีน์ 1000 น์ิวติัน์ ใน์

แน์วดิ�งโดยมกีารกระจัายติวัขอีงแรงเปิน็์รปูิพิาราโบลา คาน์ม ี

ความยาวเท่ากับ 48 เมติร และมีความสีูงเท่ากับ 12 เมติร 

โดยการพิิจัารณัาว่าตัิวอีย่างขอีงคาน์ที�ใชั�ใน์การวิเคราะห์นี์�

เปิ็น์ปิัญหาขอีงความเค�น์ใน์ระน์าบสีอีงมิติิ ดังน์ั�น์ ความหน์า

ขอีงคาน์จัง้มกีำหน์ดให�มคีา่เทา่กบั 1 เมติร กำหน์ดให�คา่คงที�

ขอีงวัสีดุค่อี ค่าโมดูลัสีความย่ดหยุ่น์ขอีงวัสีดุ และอีัติราสี่วน์

ปิัวซึ่งมีค่าเท่ากับ 106 น์ิวติัน์ติ่อีติารางเมติร และ 0.28 ติาม

ลำดับ ลักษณัะขอีงคาน์ย่�น์ปิลายดังกล่าวแสีดงไว�ใน์รูปิที� 5 

 ผึ้ลเฉืลยจัากการวิเคราะห์ทางทฤษฎีขอีงปิัญหาคาน์

ย่�น์ปิลายดังกล่าว ได�แก่ ค่าขอีงการเคล่�อีน์ที�ทั�งแน์วดิ�ง และ 

แน์วราบน์ั�น์ [15] สีามารถิแสีดงใน์รูปิสีมการได�ค่อี

  (8)

โดยค่าโมเมน์ติ์ความเฉื่�อียขอีงคาน์  

 คา่ขอีงความเค�น์ซึ่้�งสีามารถิคำน์วณัได�เม่�อีทราบคา่ขอีง

การเคล่�อีน์ที�แล�ว สีามารถิแสีดงได�ดังสีมการติ่อีไปิน์ี�

  (9)

3. ผลิการูทดลิอง

 ผึ้ลลพัิธ์ที�ได�จัากการวเิคราะห์เชังิติวัเลขที�จัะน์ำไปิใชั�เพิ่�อี 

เปิรียบเทียบกับค่าที�วเิคราะห์ได�ทางทฤษฎี ได�แก่ ค่าการเปิลี�ยน์ 

ติำแหน่์งที�ปิลายคาน์ (Tip Displacement) ค่าความคลาดเคล่�อีน์ 

ขอีงการเปิลี�ยน์ติำแหน่์งใน์แน์วดิ�ง (Vertical Displacement  

Error Norm) ความเค�น์ติั�งฉืาก (Normal Stress) และ

ความเค�น์เฉื่อีน์ (Shear Stress) ขอีงหน์�าติัดที�ติำแหน่์ง

ก้�งกลางคาน์ ผึ้ลการศุ้กษาดังกล่าว มีรายละเอีียดดังติ่อีไปิน์ี�

3.1 การูเปล่ิ�ยนต์ำแหน่งท่�ปลิายคานแลิะค่าความูคลิาดเคลิ่�อน 

มูาต์รูฐาน

 ค่าการเปิลี�ยน์ติำแหน่์งที�น์่าสีน์ใจัขอีงคาน์ย่�น์ปิลาย

ติัวอีย่างค่อีการเปิลี�ยน์ติำแหน์่งใน์แน์วดิ�ง ใน์ที�น์ี�จัะทำการ

เปิรียบเทียบค่าดังกล่าวที�ทุกๆ ติำแหน์่งขอีงโหน์ดที�ขอีบล่าง

ขอีงคาน์ติลอีดทั�งความยาว 48 เมติรขอีงคาน์ติัวอีย่าง ค่าที�

คำน์วณัได�จัากทฤษฎีติามสีมการที� (9) ละเอีียดถิ้งทศุน์ิยม

ติำแหน์่งที�ห�า มีค่าเท่ากับ 0.02665 เมติร ค่าความคลาด

เคล่�อีน์มาติรฐาน์ขอีงการเปิลี�ยน์ติำแหน่์งใน์แน์วดิ�ง (Unorm) 

สีามารถิคำน์วณัได�ติามสีมการที� (10) ค่อี

  (10)

เม่�อี Uexact และ Unumerical คอ่ี เวกเติอีร์ขอีงการเปิลี�ยน์ติำแหน่์ง

ใน์แน์วดิ�ง ที�ได�จัากทางทฤษฎีและจัากการวิเคราะหเ์ชังิตัิวเลข 

(Numerical Analysis) ติามลำดับ

 ติารางที� 1 แสีดงค่าการเปิลี�ยน์ติำแหน์่งใน์แน์วดิ�งที�

ปิลายคาน์สีำหรับการวิเคราะห์ด�วยไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์โดยใชั�

เอีลิเมน์ติ์รูปิสีามเหลี�ยม (FEM-T3) และเอีลิเมน์ติ์ทรงสีี�หน์�า 

(FEM-Q4) ใน์แถิวที� 1 และ 2 สี่วน์แถิวที� 3 เปิ็น์ค่าที�ได�จัาก

วธิสีีมทูไฟไน์ติเ์อีลเิมน์ติที์�มเีอีลเิมน์ติห์ลกัเปิน็์รปูิหลายเหลี�ยม 

รููปท่� 5 คาน์ย่�น์ปิลายรับแรงเฉื่อีน์ปิลายคาน์
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(nCSFEM-Q4) โดยมีเอีลิเมน์ติ์สีม�ำเสีมอีย่อียเปิ็น์เอีลิเมน์ติ์

ทรงสีี�หน์�า สีำหรับเปิรียบเทียบกับค่าที�คำน์วณัได�ทางทฤษฎี

ซึ่้�งมีค่าเท่ากับ 0.02665 เมติร 

 สีำหรับโครงติาข่ายทุกขน์าดที�ใชั�ใน์งาน์ครั�งนี์�พิบว่า 

คา่ที�ได�จัากการใชั�วธิสีีมทูไฟไน์ติเ์อีลเิมน์ตินั์์�น์ มคีา่เข�าใกล�ผึ้ล

เฉืลยทางทฤษฎีมากกว่าการใชั�วิธีไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์แบบ T3 

แติ่ยังน์�อียกว่าเม่�อีเปิรียบเทียบกับการใชั�วิธีไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์ 

แบบ Q4 ยกเว�น์คา่ที�ได�จัากโครงติาขา่ยที�มคีวามละเอียีดมาก

สีุดที� 48 × 12 ซึ่้�งพิบว่า ค่าที�ได�จัากสีมูทไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์น์ั�น์ 

เข�าใกล�ค่าจัากทางทฤษฎีมากที�สีุด ความแติกต่ิางระหว่าง

คา่ที�ได�จัากการวเิคราะหเ์ชังิติวัเลขกบัคา่ทางทฤษฎสีีำหรบัวธิี

สีมทูไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิน์ั�น์ มแีน์วโน์�มลดลงติามขน์าดขอีงโครง

ติาข่ายที�เพิิ�มข้�น์เชั่น์เดียวกับวิธีไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์ปิกติิ 

ต์ารูางท่� 1 การเปิลี�ยน์ติำแหน์่งใน์แน์วดิ�งที�ปิลายคาน์ (y = 

–6 เมติร) (เมติร)

Method

Vertical Tip Displacement (m)

Mesh

16 × 4 24 × 6 32 × 8 40 × 10 48 × 12

FEM-T3 0.02216 0.02443 0.02535 0.0258 0.02601

FEM-Q4 0.02590 0.02631 0.02646 0.02652 0.02660

nCSFEM 0.02408 0.02551 0.02612 0.02630 0.02663

ต์ารูางท่� 2 ค่าความคลาดเคล่�อีน์มาติรฐาน์ขอีงการเปิลี�ยน์

ติำแหน์่งใน์แน์วดิ�งที�ปิลายคาน์ (y = –6 เมติร)

Method

Tip Vertical Displacement Error Norm

Mesh

16 × 4 24 × 6 32 × 8 40 × 10 48 × 12

FEM-T3 0.16848 0.08330 0.04878 0.03189 0.02402

FEM-Q4 0.02814 0.01276 0.00713 0.00488 0.00188

nCSFEM 0.09644 0.04278 0.01989 0.01313 0.00075

 สีำหรับติารางที� 2 ซ้ึ่�งแสีดงค่าความคลาดเคล่�อีน์

มาติรฐาน์ ซึ่้�งคำน์วณัได�จัากสีมการที� (10) ขอีงการเปิลี�ยน์

ติำแหน์ง่ใน์แน์วดิ�งที�ปิลายคาน์สีำหรับโครงติาข่ายขน์าดติา่งๆ 

กัน์น์ั�น์พิบว่า มีแน์วโน์�มเชั่น์เดียวกัน์ กล่าวค่อี เม่�อีขน์าดขอีง

โครงติาข่ายมีความละเอีียดมากข้�น์ ค่าความคลาดเคล่�อีน์

มาติรฐาน์ก็มีค่าลดลงติามไปิด�วย โดยค่าที�ได�จัากวิธีสีมูท 

ไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์ (0.00075) มีค่าดีกว่าค่าที�ได�จัากวิธีไฟไน์ติ ์

เอีลิเมน์ติ์แบบ Q4 (0.00188) ที�ความละเอีียดขอีงโครง

ติาข่ายขน์าด 48 × 12

 สีำหรับรปูิที� 6 น์ั�น์ แสีดงค่าการเปิลี�ยน์ติำแหน่์งใน์แน์ว

ดิ�งขอีงทั�งสีามวิธีการวิเคราะห์เชัิงติัวเลขเม่�อีเปิรียบเทียบกับ

คา่ทางทฤษฎสีีำหรบัความละเอียีดโครงติาขา่ยติ�ำสีดุที� 16 × 4  

พิบว่า ค่าที�ได�จัากทั�งสีามวธินี์ั�น์ ให�ค่าความแม่น์ยำที�ใกล�เคยีงกนั์  

โดยค่าที�ได�จัากวิธีสีมูทไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิ (nCSFEM-Q4) 

น์ั�น์ มีค่าอียู่ระหว่างสีอีงวิธีไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิปิกติิ เม่�อีความ

ละเอีียดขอีงโครงติาข่ายมีขน์าดเพิิ�มข้�น์จัน์กระทั�งสูีงสุีดที�  

48 × 12 ดงัแสีดงใน์รปูิที� 7 น์ั�น์ พิบวา่ วธิสีีมทูไฟไน์ติเ์อีลเิมน์ติ์  

(nCSFEM-Q4) มีความแม่น์ยำใน์การคำน์วณัเท่ากัน์ หร่อี

ไม่มีความแติกติ่างอีย่างมีน์ัยสีำคัญกับวิธีไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์

แบบ Q4 น์ั�น์เอีง ใน์ขณัะที�ค่าที�ได�จัากการวิเคราะห์ด�วยวิธ ี

ไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์แบบ T3 (FEM-T3) น์ั�น์พิบว่า มีความ 

แม่น์ยำน์�อียกว่าทั�งสีอีงวิธีสีำหรับปิัญหาความเค�น์ใน์ระน์าบ

ขอีงคาน์ย่�น์ปิลายใน์ครั�งน์ี� ดงัน์ั�น์ สีำหรบัการวเิคราะหผ์ึ้ลที�ได�

ติอ่ีไปิจัากน์ี�จัะเป็ิน์การเปิรียบเทียบผึ้ลที�ได�จัากวิธสีีมูทไฟไน์ต์ิ 

เอีลเิมน์ต์ิแบบการใชั�เอีลิเมน์ต์ิรปูิหลายเหลี�ยม (nCSFEM-Q4)  

กับผึ้ลที�ได�จัากทางทฤษฎีโดยติรงเพิียงอีย่างเดียว

รููปท่� 6 การเปิรยีบเทยีบการเปิลี�ยน์ติำแหน์ง่ใน์แน์วดิ�งติลอีด

ความยาวคาน์ที�โครงติาข่าย 16 × 4
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 รูปิที� 8–10 แสีดงผึ้ลการกระจัายติัวขอีงค่าการเปิลี�ยน์

ติำแหน์่งใน์แน์วดิ�ง ใน์แน์วราบ และค่าความคลาดเคล่�อีน์

มาติรฐาน์ขอีงการเปิลี�ยน์ติำแหน์่ง ติลอีดทั�วทั�งโดเมน์ขอีง

ปิัญหาซ้ึ่�งได�จัากวิธีสีมูทไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิแบบเอีลิเมน์ต์ิรูปิ

หลายเหลี�ยมใน์รูปิแบบขอีง Contour ที�ความละเอีียดโครง

ติาข่ายขน์าด 48 × 12

3.2 ความูเค้นต์ั�งฉาก

  สีำหรับกรณีัศุ้กษาน์ี� จัะใชั�ความเค�น์ติั�งฉืากที�ได�จัากการ

วเิคราะหบ์รเิวณัหน์�าติดัก้�งกลางคาน์ติลอีดความลก้ขอีงคาน์

ที�ขน์าดโครงติาขา่ย 48 × 12 เปิรยีบเทยีบกบัค่าที�ได�จัากทาง 

ทฤษฎี ณั ติำแหน่์งเดยีวกนั์ ค่าเหล่านั์�น์ ถิกูน์ำมาแสีดงใน์รปูิที� 11  

โดยแกน์ใน์แน์วดิ�งเป็ิน์ค่าความเค�น์ติั�งฉืากส่ีวน์แกน์ใน์แน์วน์อีน์ 

เปิ็น์ค่าความล้กขอีงหน์�าติัดคาน์ พิบว่า ค่าที�ได�จัากการ

วิเคราะห์ด�วยวิธีที�น์ำเสีน์อี มีความสีอีดคล�อีงกับค่าที�ได�จัาก

ทางทฤษฎีเปิ็น์อีย่างดี จัะสัีงเกติเห็น์ว่า บริเวณัโหน์ดที�อียู่

ถิัดเข�ามาจัากขอีบบน์และขอีบล่างขอีงหน์�าติัดคาน์น์ั�น์ ค่าที�

ได�โดยวธิสีีมูทไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิแบบรปูิหลายเหลี�ยมน์ี� มคีวาม

แติกติ่างจัากค่าทางทฤษฎีอียู่บ�าง ซ้ึ่�งความแติกต่ิางดังกล่าว 

จัะมค่ีามากสีดุ ณั ติำแหน่์งขอีงโหน์ดที�อียูบ่รเิวณัขอีบบน์และ

ขอีบล่างขอีงคาน์ (y = ±6) และให�ผึ้ลใน์ลักษณัะเดียวกัน์กับ

การวิเคราะห์ด�วยวิธีไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์ปิกติิ เน์่�อีงมาจัากพิ่�น์ที�

ซึ่้�งสี่งผึ้ลติ่อีการคำน์วณัหาค่าความเค�น์ ณั ติำแหน์่งดังกล่าว

รููปท่� 7 คา่การเปิลี�ยน์ติำแหน่์งใน์แน์วดิ�งติลอีดความยาวคาน์

ที�โครงติาข่าย 48 × 12

รููปท่� 8 การเคล่�อีน์ที�ใน์แน์วดิ�ง

รููปท่� 10 ค่าคลาดเคล่�อีน์มาติรฐาน์ขอีงการเคล่�อีน์ที�

รููปท่� 11 ความเค�น์ติั�งฉืาก ณั หน์�าติัดก้�งกลางคาน์

รููปท่� 9 การเคล่�อีน์ที�ใน์แน์วราบ
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มีเพีิยงทิศุทางเดียวเม่�อีเทียบกับโหน์ดใน์บริเวณัอี่�น์ๆ ซ้ึ่�งได�

รับอีิทธิพิลขอีงพิ่�น์ที�จัากโหน์ดที�อียู่ข�างเคียงมากกว่านั์�น์เอีง 

ดังน์ั�น์ จั้งไม่ได�รวมผึ้ลดังกล่าวไว�ใน์รูปิที� (11)

3.3 ความูเค้นเฉ่อน

 ความเค�น์เฉ่ือีน์สีำหรับใชั�ใน์การเปิรียบเทียบน์ี� พิจิัารณัา

ที�บรเิวณัหน์�าติดัเดียวกนั์กบัคา่ขอีงความเค�น์ติั�งฉืากใน์หวัข�อี

ที�แล�ว ลักษณัะขอีงความเค�น์เฉื่อีน์ที�ได�จัากการวิเคราะห์ มี

แน์วโน์�มเดียวกัน์กับค่าความเค�น์ติั�งฉืาก กล่าวค่อี มีความ

แม่น์ยำขอีงผึ้ลลัพิธ์ที�ได�ใน์ระดับดีมากเม่�อีเทียบกับผึ้ลขอีง

การคำน์วณัทางทฤษฎีดังแสีดงใน์รูปิที� 12 เชั่น์เดียวกัน์กับ

กรณัขีอีงความเค�น์ปิกติใิน์หัวข�อีที�ผึ้า่น์มา คา่ดงักล่าวมีความ

เบี�ยงเบน์จัากค่าทางทฤษฎีสีงูที�โหน์ดบริเวณัขอีบทั�งสีอีงด�าน์

ขอีงปิัญหาเน์่�อีงด�วยเหติุผึ้ลเดียวกับที�ได�กล่าวไว�ใน์หัวข�อีที�

แล�ว และไมไ่ด�รวมเอีาผึ้ลดงักลา่วไว�ใน์รปูิที� (12) เชัน่์เดยีวกนั์

4. อภิิปรูายผลิแลิะสรูุป

 การวเิคราะห์สีมูทไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิแบบการสีร�างเอีลิเมน์ต์ิ 

หลักรูปิหลายเหลี�ยมด�วยการแบ่งเอีลิเมน์ติ์หลักเหล่านั์�น์ 

อีอีกเป็ิน์เอีลิเมน์ต์ิสีม�ำเสีมอีย่อียรปูิทรงสีี�หน์�า (nCSFEM-Q4)  

สีำหรับปิัญหาความเค�น์ใน์ระน์าบขอีงคาน์ย่�น์ปิลายที�รับ

แรงเฉ่ือีน์รูปิพิาราโบลากระทำที�ปิลายอิีสีระน์ี� ได�แสีดง 

ให�เห็น์ถิ้งความแม่น์ยำขอีงผึ้ลลัพิธ์ที�ได�เม่�อีเทียบกับทั�ง 

ผึ้ลเฉืลยทางทฤษฎี หร่อีผึ้ลจัากวิธีที�ได�รับความน์ิยมอีย่างวิธี 

ไฟไน์ติเ์อีลเิมน์ติแ์ล�ววา่ ไมม่คีวามแติกติา่งกนั์อียา่งมนี์ยัสีำคญั 

ถิ้งทศุน์ิยมติำแหน่์งที�ห�า ทั�งใน์ส่ีวน์ขอีงการเปิลี�ยน์ติำแหน่์ง

รวมทั�งความเค�น์ติั�งฉืากและความเค�น์เฉ่ือีน์ติามลำดับ แน์วโน์�ม 

ขอีงความแม่น์ยำที�ได� มีลักษณัะเช่ัน์เดียวกัน์กับวิธีการ

วิเคราะห์ไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์ กล่าวค่อี มีค่าเพิิ�มข้�น์ติามจัำน์วน์

ขอีงโครงติาข่ายที�เพิิ�มข้�น์ ใน์กรณีัน์ี� ที�ความละเอีียดขอีง

โครงติาข่ายสีูงสีุด ความแม่น์ยำผึ้ลลัพิธ์ขอีงวิธีที�น์ำเสีน์อี มี

คา่มากกวา่วธิไีฟไน์ติเ์อีลเิมน์ติแ์บบ T3 และอียู่ใน์ระดบัเดยีว

กบัไฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิแบบ Q4 น์อีกจัากน์ั�น์ ทั�งคา่ขอีงความเค�น์

ปิกติแิละความเค�น์เฉือ่ีน์ ณั ติำแหน์ง่ขอีงโหน์ดบรเิวณัขอีบบน์ 

และขอีบล่างที�ได�น์ั�น์ มีความคลาดเคล่�อีน์กับค่าที�ได�ทาง

ทฤษฎีอียู่บ�าง จั้งติั�งเปิ็น์ข�อีสีังเกติสีำหรับงาน์วิจััยติ่อีไปิได�ว่า  

ควรเพิิ�มจัำน์วน์ขอีงเอีลิเมน์ติ์หลักให�มากข้�น์ใน์บริเวณัขอีบ

ขอีงปัิญหาที�กำลังพิิจัารณัาเพ่ิ�อีลดความผิึ้ดพิลาดขอีงการ

คำน์วณัความเค�น์ใน์บริเวณัดังกล่าว

 ถิ้งแม�ว่าความแม่น์ยำขอีงการคำน์วณัดังกล่าว ไม่ได�

มากไปิกว่าวิธไีฟไน์ต์ิเอีลิเมน์ต์ิแบบ Q4 ซ้ึ่�งถิอ่ีได�ว่าเป็ิน์วิธทีี�ได�

รบัความน์ยิมอียา่งมากสีำหรบัปิญัหาความเค�น์ใน์ระน์าบปิกติิ

อีย่างมีน์ัยสีำคัญก็ติาม แติ่สีำหรับปิัญหาความเค�น์ใน์ระน์าบ

แบบอี่�น์ๆ เชั่น์ ปิัญหาความเค�น์ใน์ระน์าบขอีงแผึ้่น์ที�มีรูเจัาะ  

ปัิญหาความเค�น์ใน์ระน์าบขอีงแผ่ึ้น์ที�มกีารเปิลี�ยน์แปิลงรปูิร่าง 

เชั่น์แผึ้่น์รูปิติัวแอีลเปิ็น์ติ�น์ หร่อีปิัญหาความเค�น์ใน์ระน์าบ

ขอีงคาน์แบบเซึ่ลลูลา่ร์ (Castellated Beam) ซ้ึ่�งมีสีภาพิขอีง

ความเค�น์ชัุมน์ุม (Stress Concentration) ใน์บางติำแหน์่ง 

รวมทั�งปิญัหาขอีงการแติกหัก (Fracture Mechanics) ซ้ึ่�งเกิด 

Stress Singularity ที�ปิลายรอียแติก ปิญัหาปิระเภทน์ี� ติ�อีงใชั�

การแบ่งเอีลิเมน์ต์ิให�มีขน์าดเล็กเพีิยงพิอีที�จัะสีามารถิทำน์าย

พิฤติกิรรมที�ถิกูติ�อีงได�อีย่างแมน่์ยำหรอ่ีใชั�วธิอีี่�น์ๆ เช่ัน์ XFEM 

(Extended Finite Element Method) เข�ามาชั่วยใน์การ

วิเคราะห์ การแบ่งโดเมน์ขอีงปัิญหาอีอีกเป็ิน์เอีลิเมน์ต์ิหลัก

รูปิหลายเหลี�ยมที�มีขน์าดเล็ก ด�วยวิธีสีมูทไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ ์

รอีบๆ บริเวณัดังกล่าว ใน์ขณัะที�บริเวณัอี่�น์ๆ ซึ่้�งไม่ได�รับผึ้ล 

กระทบน์ั�น์ ยงัคงใชั�โครงติาข่ายแบบทรงเหลี�ยมสีี�หน์�าติามปิกติิ  

ดเูหมอ่ีน์จัะเปิน็์อีกีทางเลอ่ีกหน์้�งสีำหรบัการวเิคราะหไ์ด�เปิน็์

อีย่างดี ปิระโยชัน์์อีีกอีย่างหน์้�งขอีงวิธีสีมูทไฟไน์ติ์เอีลิเมน์ติ์

 

รููปท่� 12 ความเค�น์เฉื่อีน์ ณั หน์�าติัดก้�งกลางคาน์
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แบบเอีลเิมน์ติห์ลกัรปูิหลายเหลี�ยมน์ี�คอ่ี การวเิคราะหป์ิญัหา 

ที�มหีลายโดเมน์ (Multiple Domains) ซ้ึ่�งแต่ิละโดเมน์อีาจัจัะมี

สีมบตัิทิางรปูิทรงเรขาคณัติิ และสีมบตัิทิางกลที�ไมเ่หมอ่ีน์กัน์  

หากโดเมน์เหล่าน์ั�น์ มีการสีร�างโครงติาข่ายที�มีรูปิร่าง 

แติกติ่างกัน์ อีาจัน์ำไปิสีู่ความไม่เข�ากัน์ขอีงโครงติาข่ายที�

บริเวณัรอียต่ิอี (Non-matching Mesh) ระหว่างโดเมน์ 

เหลา่น์ั�น์ เน์่�อีงจัากเอีลเิมน์ติห์ลกัขอีงวธิสีีมทูไฟไน์ติเ์อีลเิมน์ติน์์ี� 

ไมต่ิ�อีงทำการ Mapping ไปิยงั Parent Element จัง้สีามารถิ

น์ำไปิวิเคราะห์ปิัญหาดังกล่าวได�อีย่างไม่มีข�อีจัำกัดและเป็ิน์

หัวข�อีวิจััยที�น์่าสีน์ใจัอีย่างยิ�ง
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