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บที่ค่ัดย่่อ

การวิเคราะห์ค่าสุดิขีดิ (Extreme Value Analysis) เป็น์การวิเคราะห์ข้อม้ลัที�มีค่าส้งสุดิหร่อต�ำสุดิ โดิยเป็น์ข้อม้ลั

ที�อย้่ใน์ส่วน์ปลัายหางของข้อม้ลัซ่ึ่�งมีจำน์วน์ข้อม้ลัน้์อยมาก ทำให้ผู้ลัของการวิเคราะห์มีความคลัาดิเคล่ั�อน์ส่งผู้ลัต่อการ

ประมาณค่าพารามิเตอร์ของแบบจำลัองที�ผู้ิดิพลัาดิแลัะการประมาณระดัิบการเกิดิซ้ึ่ำไม่แม่น์ยำเท่าที�ควร ดิังน้ั์น์การลัดิ 

ความคลัาดิเคล่ั�อน์ที�เกดิิจากการมีจำน์วน์ข้อมล้ัน้์อยจง่มีความจำเป็น์อยา่งยิ�ง ซึ่่�งวิธ์กีารที�ใชก้นั์อยา่งแพรห่ลัาย คอ่ การเพิ�มขน์าดิ 

หรอ่เพิ�มจำน์วน์ขอ้มล้ั เป็น์การเพิ�มขอ้มล้ัเขา้ไปใน์การวเิคราะหค่์าสดุิขดีิ ซึ่่�งจะสามารถุเพิ�มไดิเ้ฉพาะกรณทีี�ผู้้้วเิคราะหเ์ล่ัอกใช้

วิธ์ีบลั็อกเวลัา (Block Time Method) ใน์การวิเคราะห์เท่าน์ั้น์  โดิยการแจกแจงที�ใช้ใน์กรณีน์ี้เรียกว่า การแจกแจงค่าสุดิขีดิ

น์ัยทั�วไปสำหรับสถุิติอัน์ดิับ r อัน์ดิับที�ใหญ่ที�สุดิ (Generalized Extreme Value Distribution for the r Largest Order 

Statistics; GEVr)  ถุ่อว่าเป็น์วิธ์ีการที�จะทำให้แบบจำลัองที�ไดิ้จากการวิเคราะห์น์ี้มีความเหมาะสมกับข้อม้ลัมากข่้น์ แลัะการ

ประมาณค่าพารามิเตอร์แลัะการประมาณระดิับการเกิดิซึ่้ำแม่น์ยำมากยิ�งข่้น์
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Abstract

Extreme Value Analysis is the analysis of data with the largest and smallest values in the data set.  

They are at the tail end of the data distribution. Only a small fraction available can give results that 

are very misleading, resulting in inaccuracy in parameter estimation of the model as well as inaccurate 

return level estimates. Reduction of the aberration due to such a small amount of data is essential. A 

widely used method of reducing the error is to increase the sample size or increase the amount of data 

into extreme value analysis. Data  can only be added if the block time method is used in the analysis. 

The distribution in this case is called the Generalized Extreme Value Distribution for the r largest order 

statistics (GEVr). The model derived from the analysis appears to be more suitable for the data. Moreover, 

parameter estimation and return level estimation would yield more reliable results.

Keywords: Extreme Value, Block Time Method, Generalized Extreme Value Distribution, Order Statistic, 

Generalized Extreme Value Distribution for the r Largest Order Statistics

Academic Article

Please cite this article as: P. Guayjarernpanishk, P. Senapeng, and P. Busababodhin, “Extreme value model: The r largest 

order statistic model,” The Journal of KMUTNB, vol. 33, no. 3, pp. 1–10, ID. 233-285155, Jul.–Sep. 2023 (in Thai).

http://dx.doi.org/10.14416/j.kmutnb.2023.07.010


3

พรรณรัตน์์ ก้้วยเจริญพาน์ิชก้์ และคณะ, “แบบจำลองสำหรับค่าสุดขีีด: แบบจำลองสถิิติอัน์ดับ r อัน์ดับที่ี�ใหญ่ที่ี�สุด.”

The Journal of KMUTNB., Vol. 33, No. 3, Jul.–Sep. 2023

วารสารวิชาการพระจอมเกล้้าพระนครเหนือ ปีีที่่� 33 ฉบัับัที่่� 3 ก.ค.–ก.ย. 2566

1. บที่นำ

 การหาแบบจำลัองค่าสุดิขีดิ (Extreme Value Model) 

สำหรับข้อม้ลัที�มีลัักษณะสุดิขีดิหร่อมีค่าสุดิขีดิ ไม่ว่าจะเป็น์

ค่าส้งสุดิขีดิหร่อค่าต�ำสุดิขีดิ ใน์ปัจจุบัน์มีการประยุกต์ใช้กัน์ 

อย่างแพร่หลัายใน์หลัากหลัายสาขา เช่น์ อุทกวิทยา 

อุตุน์ิยมวิทยา วิศวกรรมโครงสร้าง เศรษฐศาสตร์ เป็น์ต้น์ 

สำหรับวิธ์ีที�ใช้ใน์การสร้างแบบจำลัองค่าสุดิขีดิมีอย่้ 2 วิธี์ 

ค่อ วิธ์ีบลั็อกเวลัา (Block Time Method) แลัะวิธี์เกณฑ์์ 

(Threshold Method) โดิยวิธ์แีรกจะใชก้ารแจกแจงค่าสุดิขีดิ

น์ยัทั�วไป (Generalized Extreme Value Distribution; GEV) 

ส่วน์วิธ์ีที�สองใช้การแจกแจงพาเรโตน์ัยทั�วไป (Generalized  

Pareto Distribution; GPD) [1] ซึ่่�ง Bernulli เป็น์ผู้้้ค้น์พบ 

การแจกแจงค่าสุดิขีดิเป็น์คน์แรกใน์ พ.ศ. 2252 โดิยใน์  

พ.ศ. 2457 Fuller ได้ิน์ำมาประยุกต์ใช้ จง่ถุอ่ว่าเป็น์จดุิเริ�มต้น์ 

ของการน์ำขอ้มล้ัที�มลีักัษณะสดุิขดีิมาวเิคราะห ์ศก่ษาเพิ�มเตมิ 

ไดิ้จาก [2]–[8] 

 ขั้น์ตอน์ใน์การหาแบบจำลัองค่าสุดิขีดิ ขั้น์ตอน์แรก

เป็น์ขั้น์ตอน์ที�สำคัญ เพ่�อให้ได้ิแบบจำลัองที�เหมาะสมแลัะ

แม่น์ยำที�สุดิ ค่อ ขั้น์ตอน์ใน์การน์ำข้อม้ลัมาวิเคราะห์ ซึ่่�งวิธ์ี

การน์ำขอ้มล้ัมาวเิคราะหท์ัง้ 2 วธิ์ ีที�กลัา่วมาแลัว้ขา้งตน้์ มวีธิ์ ี

การไดิ้มาซึ่่�งข้อม้ลัที�แตกต่างกัน์ โดิยวิธ์ีแรกข้อม้ลัที�ถุ้กน์ำมา

วิเคราะห์จะเป็น์ข้อม้ลัที�มีค่าสุดิขีดิ (ค่าส้งสุดิหร่อค่าต�ำสุดิ)  

ใน์แต่ลัะคาบเวลัา โดิยใน์แต่ลัะคาบเวลัาจะมีช่วงความห่าง

ของระยะเวลัาเทา่ๆ กนั์ เชน่์ ขอ้มล้ัรายสปัดิาห ์ขอ้มล้ัรายเดิอ่น์  

หร่อข้อม้ลัรายปี เป็น์ต้น์ ส่วน์วิธี์ที�สองข้อม้ลัที�ถุ้กน์ำมา

วเิคราะหจ์ะเปน็์ขอ้มล้ัที�มคีา่มากกวา่คา่เกณฑ์ ์(Threshold)  

ใน์กรณีที�เป็น์ค่าส้งสุดิ หร่อเป็น์ข้อม้ลัที�มีค่าต�ำกว่าค่าเกณฑ์์

ใน์กรณีเป็น์ค่าต�ำสุดิ ซึ่่�งข้อม้ลัโดิยส่วน์ใหญ่ที�น์ำมาวิเคราะห์

ใน์ลักัษณะน์ีจ้ะเป็น์ข้อมล้ัรายวัน์ เม่�อได้ิวธิ์กีารที�เหมาะสมใน์

การวเิคราะหแ์ลัว้ ขัน้์ตอน์ต่อมาค่อการทดิสอบกระบวน์การ

ของข้อม้ลั ซึ่่�งเป็น์การทดิสอบว่าข้อม้ลัที�น์ำมาวิเคราะห์

อย้่ภายใต้กระบวน์การแบบใดิ ระหว่างกระบวน์การคงที� 

(Stationary Process) หร่อกระบวน์การไม่คงที� (Non-

Stationary Process) [9] เน์่�องจากกระบวน์การทั้งสองมีวิธ์ี

การวิเคราะห์ แลัะการเลั่อกตัวแบบที�เหมาะสมแตกต่างกัน์ 

ถุา้หากข้อมล้ัมีตวัแปรอ่�น์ๆ มาเกี�ยวข้องด้ิวย เชน่์ ตวัแปรด้ิาน์

เวลัาหรอ่ฤดิก้าลั เป็น์ตน้์ การวิเคราะห์ขอ้มล้ัก็ควรอย้ภ่ายใต้

กระบวน์การไม่คงที� เช่น์ ข้อม้ลัทางอุตุน์ิยมวิทยา ซึ่่�งฤดิ้กาลั

สง่ผู้ลัตอ่ขอ้มล้ัที�น์ำมาวเิคราะห ์หรอ่ขอ้มล้ัคา่สนิ์ไหมทดิแทน์

ของการประกัน์ภัยพ่ชผู้ลั ซึ่่�งค่าสิน์ไหมทดิแทน์จะมีค่าส้ง

ใน์ฤดิ้แลั้ง เป็น์ต้น์ หากไม่มีการพิจารณาลัักษณะของข้อม้ลั 

อาจจะทำให้การประมาณค่าพารามิเตอร์ของแบบจำลัอง 

ผู้ิดิพลัาดิ ส่งผู้ลัต่อการน์ำไปใช้ โดิยเฉพาะข้อม้ลัที�ต้องการ

ความแม่น์ยำของแบบจำลัองเป็น์อย่างมาก สามารถุศ่กษา

เพิ�มเติมไดิ้จาก [10]–[14] 

 วัตถุุประสงค์หลัักใน์การสร้างแบบจำลัอง ค่อ ค่าที�ไดิ้ 

จากแบบจำลัองที�มีความแม่น์ยำส้ง ซ่ึ่�งการที�ค่าที�ไดิ้จาก 

แบบจำลัองจะมีความแม่น์ยำส้งจำเป็น์ต้องใช้ข้อม้ลัจำน์วน์

ที�เพียงพอใน์การวิเคราะห์ ใน์กรณีที�ใช้วิธ์ีเกณฑ์์ใน์การ

สร้างแบบจำลัอง ถุ้าข้อม้ลัที�ผู้่าน์เกณฑ์์มีจำน์วน์ไม่เพียงพอ 

สามารถุแก้ปญัหาไดิโ้ดิยกำหน์ดิค่าเกณฑ์ใ์หม่ เพ่�อใหจ้ำน์วน์

ขอ้มล้ัเพิ�มข่น้์ เชน่์ ถุา้ข้อมล้ัเป็น์ค่าสง้สุดิ อาจจะปรับค่าเกณฑ์์

ให้น์้อยลัง แต่ถุ้าข้อม้ลัเป็น์ค่าต�ำสุดิ จะทำการปรับค่าเกณฑ์์

ให้มากข่้น์ จากน์ั้น์ทำการวิเคราะห์ข้อม้ลัตามขั้น์ตอน์โดิยใช้ 

GPD ตามปกติ หากใช้วิธ์ีบลั็อกเวลัาใน์การสร้างแบบจำลัอง 

วธิ์กีารเพิ�มจำน์วน์ขอ้มล้ัจะไมเ่หมอ่น์วธิ์เีกณฑ์ ์แตส่ามารถุเพิ�ม

จำน์วน์ข้อม้ลัโดิยการเลั่อกข้อม้ลัที�มีค่าสุดิขีดิใน์ลัำดัิบถุัดิๆ  

เข้ามาใน์การวเิคราะห์ เช่น์ เลัอ่กข้อมล้ัที�มค่ีาสง้สดุิ 5 อนั์ดิบัแรก  

ใน์แต่ลัะคาบเวลัามาวิเคราะห์ ดิงัน์ัน้์จำน์วน์ข้อมล้ัจะเพิ�มข่น้์ 

5 เท่าของจำน์วน์ข้อม้ลัเดิิม เป็น์ต้น์ ซึ่่�งการเพิ�มข้อม้ลัเข้าใน์

วิธ์ีการน์ี้จะทำให้การวิเคราะห์ข้อม้ลัโดิยใช้ GEV แบบเดิิมไม่

สามารถุวเิคราะหไ์ดิ ้เน่์�องจาก GEV ใชว้เิคราะหส์ำหรบัขอ้มล้ั

ค่าสุดิขีดิเพียงค่าเดิียวต่อคาบเวลัาเท่าน์ั้น์ 

 ดิังน์ั้น์ใน์บทความน์ี้จะกลั่าวถุ่งขั้น์ตอน์การวิเคราะห์

เม่�อใช้ข้อม้ลัสุดิขีดิของ r อัน์ดัิบแรกใน์แต่ลัะคาบเวลัากรณี

ค่าสุดิขีดิที�พิจารณาเป็น์ค่าส้งสุดิ หร่อการหาแบบจำลัอง

สถุิติอนั์ดิบั r อนั์ดัิบที�ใหญ่ที�สดุิ โดิยจะกล่ัาวถุง่การแจกแจงค่า

สดุิขดีิน์ยัทั�วไป การแจกแจงค่าสดุิขดีิน์ยัทั�วไปสำหรบัสถุติอินั์ดิบั 

r อัน์ดิับที�ใหญ่ที�สุดิ การประมาณค่าพารามิเตอร์ การเลั่อก 

แบบจำลัอง แลัะตัวอย่างการวิเคราะห์ ใน์หัวขอ้ถุดัิตามลัำดัิบ
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2. การัแจกแจงค่่าสุดขีีดนัย่ที่ั�วไป

 ใน์ พ.ศ. 2498 Jenkinson [15] ไดิ้พัฒน์าการแจกแจง

คา่สุดิขีดินั์ยทั�วไปข่น้์เป็น์ครัง้แรก โดิยพบว่าเป็น์การแจกแจง

ที� เหมาะสำหรับการวิเคราะห์ค่าสุดิขีดิใน์คาบเวลัาที� มี 

ความห่างของระยะเวลัาเท่าๆ กัน์ ซึ่่�งวิธ์ีการเลั่อกข้อม้ลั ค่อ 

เลั่อกข้อม้ลัที�มีค่าสุดิขีดิ (ค่าส้งสุดิหร่อต�ำสุดิเพียง 1 ค่า)  

ใน์แต่ลัะคาบเวลัามาวิเคราะห์ ใน์กรณีค่าสุดิขีดิเป็น์ค่าส้งสุดิ

จะมีแน์วคิดิดิังน์ี้

 กำหน์ดิให้ Mn = max (X1, X2,..., Xn) เม่�อ X1, X2,..., Xn  

เป็น์ตัวแปรที�อิสระกัน์แลัะมีฟัังก์ชัน์การแจกแจง F(x)  

แบบเดิียวกัน์ [4]

 ที่ฤษฎีีบที่ที่ี� 1 ถุ้ามีลัำดิับค่าคงที� {an > 0} แลัะ {bn}  

ดิังสมการที� (1)

 Pr {(Mn – bn)/an ≤ x} → G(x) เม่�อ n → 0 (1)

 สำหรับฟัังก์ชัน์การแจกแจงไม่แปรสภาพ (Non-

degenerate Distribution) G แลั้วจะไดิ้ว่า G เป็น์สมาชิก

ของวงศ์ GVE ดิังสมการที� (2)

  (2)

น์ิยามบน์  เม่�อ ,

 แลัะ  

 ถุ้า  หร่อ  จะไดิ้

  (3)

 เม่�อ μ พารามเิตอรบ์ง่ตำแหน์ง่ (Location Parameter)  

σ พารามิเตอร์บ่งขน์าดิ (Scale Parameter) แลัะ ξ 

พารามเิตอร์บ่งร้ปร่าง (Shape Parameter) จากสมการที� (2)  

ถุ้า  ξ < 0 จะเรียกการแจกแจงค่าสุดิขีดินั์ยทั�วไปว่า  

“การแจกแจงไวบ้ลั (Weibull Distribution)” แลัะถุ้า ξ > 0 

จะเรียกว่า “การแจกแจงฟัรีเซึ่ท (Fréchet Distribution)” 

แลัะใน์กรณีที� ξ → 0 จะเรียก สมการที� (3) ว่า “การแจกแจง 

กัมเบลั (Gumbel Distribution)

3. การัแจกแจงค่่าสุดขีีดนัย่ที่ั�วไปสำหรัับสถิิติิอันดับ r 

อันดับที่ี�ใหญ่่ที่ี�สุดิ 

 สำหรับการแก้ปัญหากรณีที�จำน์วน์ข้อม้ลัไม่เพียงพอ

ใน์การวิเคราะห์หาแบบจำลัอง สามารถุแก้ปัญหาโดิยการ

เพิ�มจำน์วน์ข้อม้ลั ดิ้วยการน์ำข้อม้ลัที�มีค่าสุดิขีดิใน์อัน์ดัิบ

รองๆ ลังมา r อัน์ดิับแรก (The r Largest Order Statistic) 

เช่น์ เลั่อก 3 อัน์ดิับส้งสุดิ (r = 3) หร่อ 10 อัน์ดิับส้งสุดิ  

(r = 10) เป็น์ต้น์ มาวิเคราะห์ร่วมดิ้วย วิธ์ีการน์ี้ใช้ไดิ้เฉพาะ

กรณีที�หาแบบจำลัองโดิยวิธ์ีบลั็อกเวลัาเท่าน์ั้น์ โดิยถุ้า r = 1  

จะได้ิว่าการหาแบบจำลัองค่าสุดิขีดิจะใช้ GEV ใน์การ

วเิคราะห ์การเลัอ่กขอ้มล้ัคา่สง้สุดิมาวิเคราะหเ์ม่�อ r = 1 แลัะ 

r = 3 แสดิงดิังร้ปที� 1 

 แน์วคิดิแลัะวิธ์ีการการเพิ�มจำน์วน์ข้อม้ลัเป็น์ดิังน์ี้

 ให้ X1, X2,..., Xn เป็น์ลัำดิับของตัวแปรที�เป็น์อิสระกัน์

แลัะมีการแจกแจงเดิียวกัน์ แลัะกำหน์ดิให้     = k –th 

largest {X1, X2,..., Xn}  เป็น์สถุิติอัน์ดิับที� k ที�ใหญ่ที�สุดิ [4]

 ที่ฤษฎีีบที่ที่ี� 2 ถุ้ามีลัำดิับค่าคงที� {an > 0} แลัะ {bn} 

ซึ่่�ง  เม่�อ n → 0

 สำหรับบางฟัังก์ชัน์การแจกแจงไม่แปรสภาพ G ซึ่่�ง G 

ค่อ ฟังัก์ชัน์ GEV ที�น์ยิามใน์สมการที� (2) แล้ัวจะได้ิวา่ สำหรับ

                  (ก)                                 (ข)

รัูปที่ี� 1 การเลั่อกค่าส้งสุดิกรณีที� r = 1 (ก) แลัะ r = 3 (ข)

Model Block Maxima
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ค่า k ใดิๆ

 

 น์ิยามบน์    เม่�อ 

  (4)

 แลัะ  

 จากทฤษฎีบทที� 2 ถุ้า  หร่อสถุิติอัน์ดิับที� k ที�ใหญ่

ที�สุดิใน์คาบเวลัามีลัักษณะทำน์องเดิียวกัน์กับค่าส้งสุดิแลั้ว

จะไดิ้ว่า การแจกแจงใน์สมการที� (4) จะมีพารามิเตอร์ต่างๆ 

สอดิคลั้องกับ GEV ซึ่่�งทฤษฎีบทที� 2 เป็น์กรณีเฉพาะของ

ข้อม้ลัของสถิุติอัน์ดัิบที� k ที�ใหญ่ที�สุดิเพียงข้อม้ลัตัวเดีิยวใน์

แต่ลัะคาบเวลัา แต่ข้อม้ลัที�ต้องการน์ำมาวิเคราะห์ใน์ครั้งน์ี้ 

ค่อข้อม้ลัที�มีค่าส้งสุดิ r อัน์ดิับแรก 

 ก ำหน์ดิ ใ ห้   เ ป็ น์ 

เวกเตอร์ของสถิุตอินั์ดัิบ r อนั์ดัิบที�ใหญ่ที�สดุิใน์แต่ลัะคาบเวลัา  

ดิังน์ั้น์สมการที� (4) จ่งเป็น์เพียงวงศ์ของการแจกแจงของ

แต่ลัะสมาชิกของ  ไม่ใช่การแจกแจงร่วม (The Joint  

Distribution) ของ  น์อกจากนั์�น์แล้ัวสมาชิกแต่ลัะตัว 

ของ  ยังไม่เป็น์อิสระกัน์ (  ไม่มีโอกาสที�จะมีค่า

มากกว่า ) ดิังน้ั์น์ต้องทำการปรับร้ป (Re-scaling) 

เพ่�อให้ข้อม้ลัเป็น์ไปคุณสมบัติของการเป็น์อิสระกัน์ ดิังน์ี้

  แลัะจะไดิ้การแจกแจง 

ร่วมของ  ไดิ้ดิังทฤษฎีบทที� 3 [4]

 ที่ฤษฎีบีที่ที่ี� 3 ถุา้มลีัำดิบัคา่คงที� {an > 0} แลัะ {bn} ซึ่่�ง

   เม่�อ  n → 0 

 สำหรับบางฟัังก์ชัน์การแจกแจงไม่แปรสภาพ G แล้ัว

จะไดิ้ว่า สำหรับค่า r ใดิๆ ฟัังก์ชัน์ความหน์าแน์่น์ความน์่าจะ

เป็น์ร่วม (The Joint Probability Density Function) ของ 

 เม่�อ n → 0 ค่อ

 

  (5)

 เม่�อ –∞ < μ < ∞, -∞ < ξ < ∞, σ > 0,    

  x(r) ≤ x(r–1) ≤ ...≤ x(1)

 แลัะ  

 กรณีที� ξ = 0 หร่อ ξ → 0 จะไดิ้ฟัังก์ชัน์ความหน์าแน์่น์

ความน์่าจะเป็น์ร่วม  ดิังสมการที� (6)

 

  (6)

 จะเรียก  ใน์สมการที� (5) แลัะสมการ

ที� (6) ว่าการแจกแจงค่าสุดิขีดิน์ัยทั�วไปสำหรับสถิุติอัน์ดิับ 

r อัน์ดิับที�ใหญ่ที�สุดิ (The Generalized Extreme Value 

Distribution for the r Largest Order Statistics; GEVr)

 กรณีที� r = 1 สมการที� (5) แลัะสมการที� (6) จะลัดิร้ป

เป็น์ฟัังก์ชัน์การแจกแจงความน์่าจะเป็น์ของวงศ์ GEV กรณี 

ξ ≠ 0 แลัะ ξ = 0 ตามลัำดิับ 

 

4. การัปรัะมาณค่่าพารัามิเติอรั์

 ใน์บทความน้ี์จะน์ำเสน์อการประมาณค่าพารามิเตอร์ 

ที�ไดิจ้ากสมการที� (5) แลัะสมการที� (6) การดิว้ยวธิ์ปีระมาณคา่

ภาวะน่์าจะเป็น์ส้งสุดิ (Maximum Likelihood Estimation;  

MLE) ซ่ึ่�งเป็น์วิธ์ีประมาณค่าที�มีความแกร่งมากแลัะเหมาะ

สำหรับข้อม้ลัที�มีจำน์วน์มาก
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 ขั้น์ตอน์การหาตัวประมาณพารามิเตอร์ ดิ้วยวิธี์ MLE 

มีดิังต่อไปน์ี้ 

1) สร้างฟัังก์ชนั์ภาวะน่์าจะเป็น์ (Likelihood Function)  

ของฟังักช์นั์ความหน์าแน่์น์ความน่์าจะเปน็์รว่มของ  จาก

 

 

 เม่�อ  เป็น์ฟัังก์ชัน์ความหน์า

แน์่น์ความน่์าจะเป็น์ร่วมของ  ที�มี μ, σ แลัะ ξ เป็น์

พารามิเตอร์ จะไดิ้

1.1) กรณี ξ ≠ 0 จากสมการที� (5) จะไดิ้ดิังสมการที� (7)

 

  (7)

 น์ิยามบน์   

แลัะ  i = 1, 2, …, m

1.2) กรณี ξ = 0 จากสมการที� (6) จะไดิ้ดิังสมการที� (8)

 

  (8)

2) สรา้งฟังักช์นั์ลัอ็คภาวะน์า่จะเปน็์ (Log-likelihood 

Function) ที�ไดิ้จากขั้น์ตอน์ที� 1 ดิังน์ี้ 

 

3) ประมาณค่าพารามิเตอร์ μ, σ แลัะ ξ ทำได้ิโดิย

การหาอน์ุพัน์ธ์์ย่อย (Partial Derivative) จากขั้น์ตอน์ที� 2 

โดิยกำหน์ดิให้มีค่าเท่ากับ 0 แลั้วแก้สมการหาค่าประมาณ

พารามิเตอร์  ดิังต่อไปน์ี้

 กรณี ξ ≠ 0

- หาค่าประมาณพารามิเตอร์  ( ) ไดิ้จาก

 

 

- หาค่าประมาณพารามิเตอร ์  ( ) ไดิ้จาก

 

 

 

- หาค่าประมาณพารามิเตอร์  ( ) ไดิ้จาก

 

 

 กรณี ξ = 0

- หาค่าประมาณพารามิเตอร์  ( ) ไดิ้จาก
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- หาค่าประมาณพารามิเตอร์  ( ) ไดิ้จาก

 

 เม่�อไดิ้ค่าประมาณมิเตอร์  แลั้วการวิเคราะห์

ขั้น์ตอน์ต่อไปค่อ การหาแบบจำลัองที�เหมาะสมกับข้อม้ลั 

ที�สุดิ 

5. การัเลือกแบบจำลอง

 วิธ์ีการที�ใช้ใน์การเปรียบเทียบแบบจำลัองว่า แบบ

จำลัองสถุิติอัน์ดิับ r อัน์ดิับที�ใหญ่ที�สุดิอัน์ดิับใดิเหมาะสมกับ

ข้อม้ลัที�สุดิ เม่�อกำหน์ดิ rj เป็น์สถุิติอัน์ดิับ อัน์ดิับที�ต้องการ

เปรียบเทียบ แลัะ ri เป็น์สถุิติอัน์ดิับ อัน์ดิับตั้งต้น์ จะใช้สถุิติ

ดิีเวียน์ซึ่์ (Deviance Statistic; D) ใน์การทดิสอบ โดิยมี

สมมุติฐาน์ใน์การทดิสอบดิังน์ี้

 H0: แบบจำลัองของสถุติอินั์ดัิบ อนั์ดิบัที�ตอ้งการเปรยีบ

เทียบที�ใหญ่ที�สุดิ (λ(rj)) มีความเหมาะสม 

 H1: แบบจำลัองของสถุติอินั์ดัิบ อนั์ดิบัที�ตอ้งการเปรยีบ

เทียบที�ใหญ่ที�สุดิ (λ(rj)) ไม่มีความเหมาะสม

 ซึ่่�งตัวสถุิติ D น์ิยามดิังสมการที� (9) [16]

  (9)

 สำหรับ i ≠ j เม่�อ ln  λ(ri) แลัะ ln  λ(rj) เป็น์ค่าลั็อก

ภาวะน์่าจะเป็น์ส้งสุดิ (Maximized Log-likelihood) ของ

แบบจำลัอง λ(ri) แลัะ λ(rj) ตามลัำดิับ 

 โดิยจะปฏิิเสธ์สมมติฐาน์หลััก (H0) ที�ระดิับน์ัยสำคัญ 

(Level of Significance: α) ถุา้ D > cα เม่�อ cα คอ่ ควอน์ไทลั์  

(Quantile) ที� (1 – α) ของ  ดิังน์ั้น์ถุ้าปฏิิเสธ์แบบจำลัอง

ของสถุติอินั์ดิบั rj อนั์ดิบัที�ใหญท่ี�สดุิมคีวามเหมาะสม แล้ัวจะ

ไดิ้ว่าแบบจำลัองของสถุิติอัน์ดิับ ri อัน์ดิับที�ใหญ่ที�สุดิมีความ

เหมาะสม ซึ่่�งการทดิสอบดิ้วยตัวสถุิติ D จะทำไดิ้ครั้งลัะ 1 ค้่  

ดิังน์ั้น์ทำการทดิสอบทีลัะค้่ไปจน์ครบ แลั้วน์ำผู้ลัที�ไดิ้มา

วิเคราะห์หาแบบจำลัองที�เหมาะสมที�สุดิ 

 เม่�อไดิ้แบบจำลัองที�เหมาะสมที�สุดิแลั้วจะทำการ

ทดิสอบภาวะสาร้ปสน์ิทดิี (The Goodness of Fit) ของ

แบบจำลัองด้ิวยสถิุติทดิสอบโคโมโกรอฟัสเมอรน์อฟั  

(Kolmogorov-Smirnov Test; K-S Test) เช่น์เดิียวกับการ

ใช้ GEV ใน์การวิเคราะห์ข้อม้ลั จากน์ั้น์น์ำแบบจำลัองที�ไดิ้

ไปประมาณระดิับการเกิดิซึ่้ำ (Return Level Estimation)  

ณ เวลัา T ปี ( ) ทำน์องเดิียวกัน์กับการหาระดิับการเกิดิซึ่้ำ

ของ GEV โดิยสามารถุหาค่าประมาณไดิ้จากสมการที� (10)  

 

  (10)

6. ติัวอย่่างการัวิเค่รัาะห์ขี้อมูล

6.1. ขี้อมูล

 ข้อม้ลัที�ใช้เป็น์ตัวอย่างใน์การวิเคราะห์เป็น์ข้อม้ลั

อณุหภม้สิง้สดุิรายปขีองจงัหวดัิหน์องคาย ตัง้แต ่พ.ศ. 2544– 

2563 เม่�อใช้ข้อม้ลัส้งสุดิ r ลัําดิับแรกใน์แต่ลัะปี (r = 1, 2, 

3, 4, 5 แลัะ 6) ซึ่่�งน์ำข้อม้ลัไปพลั็อตกราฟัโดิยวิธ์ีบลั็อกเวลัา 

เม่�อ r = 6 ดิังร้ปที� 2

รัูปที่ี� 2 อณุหภ้มิส้งสุดิรายปีของจังหวัดิหน์องคายตัง้แต่ พ.ศ. 

2554–2563 โดิยวิธ์บีล็ัอกเวลัารายปี เม่�อ r = 6 [17]
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6.2. ค่า่ปรัะมาณพารัามิเติอร์ัและรูัปแบบขีองพารัามิเติอร์ั

ที่ี�เหมาะสม

  น์ำข้อม้ลัส้งสุดิรายปีเม่�อใช้ r = 1, 2, 3, 4, 5 แลัะ 

6 ตามลัำดิับ ที�กลั่าวมาข้างต้น์มาวิเคราะห์ จากผู้ลัวิเคราะห์

จะไดิ้ ค่าประมาณพารามิเตอร์ที�เหมาะสม แลัะค่าลั็อกภาวะ

น์า่จะเป็น์สง้สุดิ (ln  λ(r)) ของแต่ลัะรป้แบบแสดิงใน์ตารางที� 1

 จากตารางที� 1 เม่�อน์ำค่า ln  λ(r) มาเรียงจากมากไป

หาน์้อยจะไดิ้ แบบจำลัองที� 6 (–28.45) แบบจำลัองที� 1 

(–29.71) แบบจำลัองที� 5 (–35.58) แบบจำลัองที� 4 (–40.43) 

แบบจำลัองที� 2 (–42.08) แลัะแบบจำลัองที� 3 (–43.07)  

ตามลัำดิับ

 ทำการเปรยีบเทยีบแบบจำลัองรายค้ ่(1, 2), (2, 3), (3, 4),  

(4, 5) แลัะ (5, 6) ตามลัำดิับ ดิ้วยสถุิติดิีเวียน์ซึ่์ (D) ที�ระดิับ

น์ัยสำคัญ (α) 0.01 จะไดิ้ χ1
2 = 6.64 ซึ่่�งผู้ลัการวิเคราะห์ค่า

สถุิติดิีเวียน์ซึ่์แลัะค่าพี (p-value) ของการเปรียบเทียบรายค้่  

แสดิงใน์ตารางที� 2 

ติารัางที่ี� 2 ค่าสถุติดิิเีวยีน์ซึ่ ์(D) แลัะคา่พ ี(p-value) ของการ

เปรียบเทียบรายค้่
D(1, 2) D(2, 3) D(3, 4) D(4, 5) D(5, 6)

D 
p-value

–24.73 > 
0.05

–1.99 > 
0.05

5.28 > 
0.05

9.71 < 
0.05

14.26 < 
0.05

 จากตารางที� 2 พบว่า ใน์การเปรียบเทียบแบบจำลัองที� 1  

กับแบบจำลัองที� 2 จะไดิ้ D(1, 2) = –24.73 <  (6.64) 

ดิังน์ั้น์ยอมรับแบบจำลัองที� 2 น์ั�น์ค่อ แบบจำลัองที� 2 มีความ

เหมาะสม การเปรยีบเทยีบแบบจำลัองที� 2 กบัแบบจำลัองที� 3  

จะไดิ้ D(2, 3) = –1.99 <  ดิังน์ั้น์ยอมรับแบบจำลัองที� 3  

น์ั�น์ค่อ ร้ปแบบที� 3 มีความเหมาะสม การเปรียบเทียบ 

แบบจำลัองที� 3 กับแบบจำลัองที� 4 จะได้ิ D(3, 4) =  

5.28 <  ดิังน์ั้น์ยอมรับแบบจำลัองที� 4 น์ั�น์ค่อ ร้ปแบบที� 4  

มีความเหมาะสม การเปรียบเทียบแบบจำลัองที� 4 กับ 

แบบจำลัองที� 5 จะไดิ้ D(4, 5) = 9.71 >  ดิังน์ั้น์ ปฎิเสธ์

แบบจำลัองที� 5 นั์�น์ค่อ แบบจำลัองที� 4 มีความเหมาะสม 

แลัะการเปรียบเทียบแบบจำลัองที� 5 กับแบบจำลัองที� 6 

จะไดิ้ D(5, 6) = 14.26 >  ดิังน์ั้น์ ปฎิเสธ์แบบจำลัองที� 6  

นั์�น์ค่อ ร้ปแบบที� 5 มีความเหมาะสม ซ่ึ่�งแบบจำลัองที� 4 

เหมาะสมมากกว่าแบบจำลัองที� 5 จ่งสามารถุสรุปไดิ้ว่าแบบ

จำลัองของสถุิติอัน์ดิับ 4 อัน์ดิับที�ใหญ่ที�สุดิ เป็น์แบบจำลัอง

เหมาะสมที�สุดิ ดิังน์ั้น์สามารถุเขียน์แบบจำลัองที�เหมาะ

สำหรับข้อม้ลัอุณหภ้มิส้งสุดิรายปีของจังหวัดิหน์องคายไดิ้

ดิังน์ี้ X ∼ GEVr (μ, σ, ξ)

 เม่�อ μ = 41.34, σ = 0.92 แลัะ ξ = –0.33 ซึ่่�งมีการ

แจกแจงไวบ้ลั

 น์ำแบบจำลัองที�ไดิ้มาประมาณระดิับการเกิดิซึ่้ำ 2, 5, 

ติารัางที่ี� 1 ค่าประมาณพารามิเตอร์ แลัะค่าลั็อกภาวะน์่าจะเป็น์ส้งสุดิ (ln λ(r)) ของแต่ลัะแบบจำลัอง

แบบจำลองที่ี� r ln λ(r) 
ค่่าปรัะมาณพารัามิเติอรั์ การัแจกแจง

ที่ี�เหมาะสม (CI 95%)  (CI 95%)  (CI 95%)

1 1 –29.71 40.564
(40.132, 40.983)

0.863
(0.546, 1.181)

0.082
(–0.241, 0.405) กัมเบลั

2 2 –42.08 41.038
(40.616, 41.458)

1.048
(0.643, 1.084)

–0.300
(–0.476, –0.124) ไวบ้ลั

3 3 –43.07 41.265
(40.895, 41.635)

0.962
(0.805, 1.118)

–0.333
(–0.478, –0.189) ไวบ้ลั

4 4 –40.43 41.337
(40.994, 41.681)

0.918
(0.788, 1.048)

–0.330
(–0.460, –0201) ไวบ้ลั

5 5 –35.58 41.460
(41.137, 41.783)

0.880
(0.774, 0.986)

–0.376
(–0.487, –0.266) ไวบ้ลั

6 6 –28.45 41.552
(41.246, 41.859)

0.849
(0.788, 1.048)

–0.405
(–0.460, –0.201) ไวบ้ลั



9

พรรณรัตน์์ ก้้วยเจริญพาน์ิชก้์ และคณะ, “แบบจำลองสำหรับค่าสุดขีีด: แบบจำลองสถิิติอัน์ดับ r อัน์ดับที่ี�ใหญ่ที่ี�สุด.”

The Journal of KMUTNB., Vol. 33, No. 3, Jul.–Sep. 2023

วารสารวิชาการพระจอมเกล้้าพระนครเหนือ ปีีที่่� 33 ฉบัับัที่่� 3 ก.ค.–ก.ย. 2566

10 แลัะ 20 ป ีของอณุหภม้สิง้สดุิรายปขีองจงัหวดัิหน์องคาย 

ซึ่่�งผู้ลัการประมาณที�ไดิ้แสดิงใน์ตารางที� 3

ติารัางที่ี� 3 ค่าประมาณของอุณหภ้มิส้งสุดิ (องศาเซึ่ลัเซึ่ียส) 

ที�เกิดิซึ่้ำใน์รอบปี (T)
T 2 5 10 20

ค่าประมาณ
41.65  
(41.33, 
41.98)

42.42. 
(40.84, 
44.01)

42.79 
(37.13, 
48.46)

43.07 
(27.59, 
58.55)

 จากตารางที� 3 พบว่า ค่าประมาณระดัิบการเกิดิซึ่้ำ

ของอุณหภ้มิส้งสุดิรายปีของจังหวัดิหน์องคายใน์รอบปี

การเกิดิซ้ึ่ำ 2 ปี จะมีอุณหภ้มิส้งสุดิรายปีประมาณ 41.65  

องศาเซึ่ลัเซึ่ียส ดิ้วยความน์่าจะเป็น์ 0.5 สำหรับรอบปี

การเกิดิซ้ึ่ำ 5 ปี จะมีอุณหภ้มิส้งสุดิรายปีประมาณ 42.42  

องศาเซึ่ลัเซึ่ียส ดิ้วยความน์่าจะเป็น์ 0.2 สำหรับรอบป ี

การเกิดิซึ่้ำ 10 ปี จะมีอุณหภ้มิส้งสุดิรายปีประมาณ 42.79 

องศาเซึ่ลัเซึ่ยีส ดิว้ยความน่์าจะเป็น์ 0.1 แลัะรอบปีการเกิดิซึ่ำ้ 

20 ปี จะอุณหภ้มิส้งสุดิรายปีประมาณ 43.07 องศาเซึ่ลัเซึ่ียส 

ดิ้วยความน์่าจะเป็น์ 0.05

7. สรัุป

 บทความน์ี้ผู้้้เขียน์จ่งไดิ้กลั่าวถุ่งวิธ์ีการวิเคราะห์ข้อม้ลั

ที�มีจำน์วน์ข้อม้ลัไม่เพียงพอ โดิยใช้แน์วคิดิของการแจกแจง

สำหรับสถุิติอัน์ดิับ r อัน์ดิับที�ใหญ่ที�สุดิ (the r Largest 

Order Statistic Model) สำหรับวิธ์ีวิธ์ีบลั็อกเวลัา (Block 

Time Method) ผู้่าน์การแจกแจงค่าสุดิขีดิน์ัยทั�วไป (GEV) 

แลัะเลัอ่กแบบจำลัองที�ดิทีี�สดุิโดิยใชส้ถิุตดิิเีวยีน์ซ์ึ่ (Deviance 

Statistic) ใชใ้น์การทดิสอบ แลัะรวมไปถุง่การประมาณระดิบั

การเกิดิซึ่้ำ (Return Level Estimation) ณ เวลัาต่างๆ ของ

แบบจำลัองที�ไดิ้ พร้อมท้ังยกตัวอย่างการวิเคราะห์ข้อม้ลั 

โดิยใช้ข้อม้ลัอุณหภ้มิส้งสุดิรายปีของจังหวัดิหน์องคายตั้งแต่  

พ.ศ. 2554–2563 ซึ่่�งผู้ลัการวิเคราะห์พบว่า แบบจำลัอง

ที�เหมาะสมสำหรับข้อม้ลัอุณหภ้มิส้งสุดิรายปีของจังหวัดิ

หน์องคายคอ่แบบจำลัองของสถิุตอินั์ดิบั 4 อนั์ดิบัที�ใหญ่ที�สุดิ 

มีความเหมาะสมแบบจำลัองภายใต้กระบวน์การคงที� ดิังน์ี้  

X ∼ GEVr (μ, σ, ξ)

 เม่�อ μ = 41.34, σ = 0.92 แลัะ ξ = –0.33 ซึ่่�งมีการ

แจกแจงไวบ้ลั แลัะมีระดิับการเกิดิซึ่้ำเพิ�มข่้น์เม่�อรอบปีการ

เกิดิซึ่้ำเพิ�มข่้น์
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