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การประมาณค่าความยาววิ่งเฉลี่ยของแผนภูมิควบคุม Arcsine EWMA Sign แบบ

ไม่ใช้พารามิเตอร์ด้วยวิธีลูกโซ่มาร์คอฟ
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บทคัดย่อ

งานวจิยันีม้วีตัถปุระสงค์เพือ่ศกึษาวธิกีารประมาณค่าความยาววิง่เฉลีย่ (Average Run Length: ARL) ของแผนภมูิ

ควบคุม Arcsine EWMA Sign แบบไม่ใช้พารามิเตอร์ โดยวิธีลูกโซ่มาร์คอฟ (Markov Chain Approach: MCA) และ

เปรยีบเทียบเวลาท่ีใช้ในการประมวลผล (CPU Times) กับวธิกีารจ�าลองมอนตคิาร์โล (Monte Carlo Simulation: MC) 
เกณฑ์ท่ีใช้ในการวดัประสิทธภิาพของแผนภมูคิวบคุม คอื ค่าความยาววิง่เฉลีย่ (ARL) และเวลาท่ีใช้ในการประมวลผล 
ซึ่งจากการศึกษาพบว่า ค่าความยาววิ่งเฉลี่ย (ARL) ที่ได้จากวิธี MCA และวิธี MC มีค่าประมาณใกล้เคียงกัน แต่วิธี 
MCA ใช้เวลาในการประมวลผลน้อยกว่า

ค�าส�าคัญ: แผนภมูคิวบคมุ Arcsine EWMA Sign แบบไม่ใช้พารามเิตอร์, ค่าความยาววิง่เฉลีย่, วธิลีกูโซ่มาร์คอฟ,  
วธิกีารจ�าลองมอนตคิาร์โล
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Abstract
 The objectives of  this paper are to study an approximation for the Average Run Length (ARL) by Markov 
Chain Approach (MCA) of Nonparametric Arcsine EWMA Sign Control Chart and to compare the computational 
times with Monte Carlo Simulation method (MC). The measurement of control chart efficacy are an Average 
Run Length (ARL) and computational times. The results found that the numerical approximation obtained from 
MCA are similar to the one from MC, however MCA use less time.

Keywords: Nonparametric Arcsine EWMA Sign Control Chart, Average Run Length, Markov Chain Approach, 
Monte Carlo Simulation Method

Please cite this article as: A. Prarisudtipong, Y. Areepong, and S. Sukparungsee, “An approximation of average run length for nonparametric  
arcsine EWMA sign control chart using markov chain approach,” The Journal of KMUTNB., vol. 27, no. 1, pp. 139–146, Jan.–Apr. 
2017 (in Thai).

Research Article

http://dx.doi.org/10.14416/j.kmutnb.2016.04.005


141

The Journal of KMUTNB., Vol. 27, No. 1, Jan.–Apr. 2017
วารสารวชิาการพระจอมเกล้าพระนครเหนอื ปีท่ี 27 ฉบบัที ่1 ม.ค.–เม.ย. 2560

1. บทน�า

 การควบคุมคุณภาพของผลิตภัณฑ์ถือเป็นปัจจัย

ส�าคัญที่ผู้ผลิตต้องควบคุม เนื่องจากในปัจจุบันธุรกิจและ

อุตสาหกรรมมีการแข่งขันกันเป็นจ�านวนมาก เทคโนโลยี 

ในการผลติเป็นสิง่ส�าคัญ ความต้องการของผูบ้รโิภคมคีวาม 

หลากหลายและเปลี่ยนแปลงไปตามยุคสมัย เมื่อการ 

ผลติมปีรมิาณมาก เราใช้การควบคมุกระบวนการเชงิสถติ ิ 
(Statistical Process Control: SPC) ซึ่งเป็นการน�าวิธีการ

ทางสถติมิาใช้เป็นเครือ่งมอืในการควบคุมกระบวนการให้

มีความสม�่าเสมอ และตรงตามมาตรฐานของผลิตภัณฑ์ 
ซึ่งเครื่องมือทางสถิติที่นิยมน�ามาใช้คือ แผนภูมิควบคุม 
(Control Chart) มีหน้าท่ีหลัก คือ เพื่อตรวจสอบความ

ผันแปรของกระบวนการผลิต เพื่อควบคุมคุณภาพของ

กระบวนการผลิตให้มีความสม�่าเสมอ เพื่อให้การผลิต

บรรลุเป้าหมาย และใช้เพื่อปรับปรุงกระบวนการผลิต

 แผนภูมิควบคุมเป็นหนึ่งในเครื่องมือพื้นฐานที่ใช้

ในการควบคุมคุณภาพ และใช้กันอย่างแพร่หลาย ในปี 
ค.ศ. 1924 มีผู้คิดค้นและน�าเสนอแผนภูมิควบคุมขึ้นมา

ใช้เป็นคนแรกคือ Dr. Walter Andrew Shewhart ซึ่งเป็น 

แผนภมูทิีม่คีวามสามารถในการตรวจจบัการเปลีย่นแปลง

ของค่าเฉลีย่เมือ่กระบวนการเกิดการเปลีย่นแปลงขนาดใหญ่  
(δ > 1.5σ) เนื่องจากแผนภูมิชนิดนี้ไม่ให้ความส�าคัญกับ

ข้อมูลในอดีต (Memory Less) และต่อมานักวิจัยที่สนใจ

ความส�าคัญของข้อมูลในอดีตได้คิดค้นแผนภูมิควบคุม

ที่ใช้ส�าหรับการตรวจจบักระบวนการท่ีมกีารเปลีย่นแปลง

ขนาดเล็ก เช่น แผนภูมิควบคุมรวมสะสม (Cumulative 
Sum Control Chart: CUSUM) ซึ่งถูกเสนอโดย Page 
[1] มีประสิทธิภาพในการตรวจจับกระบวนการท่ีมีการ 

เปลี่ยนแปลงที่มีขนาดเล็ก (δ ≤ 1.5σ) และต่อมา Roberts  
[2] ได้เสนอแผนภูมิควบคุมค่าเฉลี่ยเคลื่อนที่ถ่วงน�้าหนัก 

แบบเลขชี้ก�าลัง (Exponentially Weighted Moving  
Average: EWMA) ซึ่งมีความสามารถในการตรวจจับ 

กระบวนการท่ีมีการเปลี่ยนแปลงขนาดเล็ก (σ < 1.5)  
ได้ดีกว่าแผนภูมิอื่น แผนภูมิควบคุมท่ีใช้กันโดยท่ัวไป 

ข้อมูลมักจะมีการแจกแจงปกติหรือการแจกแจงใน 

รปูแบบอืน่ แต่ในกรณทีีเ่ราไม่ทราบว่าข้อมลูมกีารแจกแจง

แบบใด แผนภูมิควบคุมทางสถิติที่ไม่ใช้พารามิเตอร ์

จึงเป็นอีกทางเลือกท่ีเหมาะสม จากแนวคิดของ Taguchi 
ทีก่ล่าวว่า ค่าเป้าหมายมีความจ�าเป็นส�าหรับการวัดของ

กระบวนการที่ส�าคัญ มีการอ้างถึงใน Gopalakrishnan, 
et al. [3] และต่อมาได้มีผู้เสนอแผนภูมิควบคุม Arcsine 
EWMA Sign แบบไม่ใช้พารามิเตอร์ (Nonparametric 
Arcsine Exponentially Weighted Moving Average Sign  
Control Chart) น�าเสนอโดย Yang, Lin and Cheng [4] 
ซึ่งมีแนวคิดในการตรวจสอบค่าความคลาดเคลื่อนของ 

ค่าเป้าหมาย (ค่าเฉลี่ย) ของกระบวนการและไม่จ�าเป็น

ต้องทราบการแจกแจง โดยน�าสถิติท่ีไม่ใช้พารามิเตอร์

มาใช้ในการจดัการกับข้อมลู โดยใช้ Arcsine ในการแปลง

ข้อมูล Mosteller and Youtz [5] ซึ่งท�าให้ข้อมูลท่ีแปลง

แล้วมกีารแจกแจงใกล้เคยีงการแจกแจงปกติ และมคีวาม

สามารถในการตรวจจบักระบวนการทีม่กีารเปลีย่นแปลง 

ขนาดเลก็ถงึปานกลาง โดยใช้ค่าความยาววิง่เฉลีย่ (Average  
Run Length: ARL) เป็นเกณฑ์ในการวัดประสิทธิภาพ

ของแผนภูมิ 
 จากที่กล่าวมาแล้วข้างต้น ผู้วิจัยได้ท�าการศึกษาวิธี

การประมาณค่าความยาววิ่งเฉลี่ย (ARL) โดยวิธีลูกโซ่

มาร์คอฟ (Markov Chain Approach: MCA) ของแผนภมูิ

ควบคมุ Arcsine EWMA Sign แบบไม่ใช้พารามเิตอร์ และ

เปรียบเทียบเวลาท่ีใช้ในการประมวลผล (CPU Times) 
กับวธีิการจ�าลองมอนตคิาร์โล (Monte Carlo Simulation: 
MC) โดยที่วิธี MCA ใช้เวลาในการประมวลผลน้อยกว่า 
และให้ความถูกต้องแม่นย�าเทียบเท่ากับผลลัพธ์ของวิธี

การ MC

2. ทฤษฎีเกี่ยวกับแผนภูมิควบคุม Arcsine EWMA 
Sign แบบไม่ใช้พารามิเตอร์

 แผนภูมิควบคุม Arcsine EWMA Sign แบบไม่ใช้

พารามิเตอร์ เป็นแผนภูมิที่พัฒนามาจากแผนภูมิควบคุม 
EWMA Sign ซึ่งมีค่า ARL ที่ไม่เหมาะสม เมื่อท�าการ

ก�าหนดค่ามาตรฐานที่ 370 และ p = 0.5 เป็นสาเหตใุห้เกิด
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การแจกแจงทวนิามทีไ่ม่สมมาตรส�าหรบักรณท่ีีตวัอย่างมี

ขนาดเลก็ถงึปานกลาง เราจงึท�าการแก้ปัญหานีโ้ดยการใช้ 
Arcsine ในการแปลงข้อมูล

นิยามให้

 Yi = Xi – T; i = 1,2,…,n (1)

เมื่อ Yi คือค่าความคลาดเคลื่อนของค่าเป้าหมาย

 Xi คือค่าสังเกต

 T คือค่าเป้าหมาย 
และ

  (2)

 โดยท่ี Ii คือผลลัพธ์จากการตรวจสอบเงื่อนไข 

ค่าความคลาดเคลื่อน จากค่าเป้าหมายของกระบวนการ

และให้ M เป็นจ�านวนผลรวมของ Ii เมื่อ Yi มากกว่า 0 
ท�าให้  โดยน�า Arcsine มาใช้ในการแปลงข้อมูล  
โดยให้  จะท�าให้ Yi มีการแจกแจก 

ใกล้เคยีงการแจกแจงปกต ิซึง่ค่าสถติขิองแผนภมูคิวบคมุ 
Arcsine EWMA Sign แบบไม่ใช้พารามิเตอร์ สามารถ

เขียนตัวแบบได้ดังนี้

  (3)

 โดยที ่λ คอืค่าสมัประสทิธิก์ารปรบัเรยีบของแผนภมูิ  
มีค่าอยู่ระหว่าง 0 ถึง 1 และก�าหนดให้ค่าเริ่มต้นของ

ตัวสถิติคือ EWMAY0
 และเป็นค่าเฉลี่ยของค่าสังเกต Y 

และให้ ค่าเฉลี่ยของตัวสถิติ Arcsine EWMA Sign คือ  

EWMAY0 
= sin–1  

  (4)

ความแปรปรวนของตัวสถิติ Arcsine EWMA Sign คือ

  (5)

เมื่อ 0 < (1 – λ) < 1 และ i → ∞ จะได้ (1 – λ)2i → 0  
ดังนั้นจะได้ค่าความแปรปรวน คือ

  (6)

ในบทความนีจ้ะใช้ค่า Asymptotic ของความแปรปรวนใน

สมการ (6) โดยมีค่าขีดจ�ากัดควบคุมของแผนภูมิควบคุม 
Arcsine EWMA Sign ดังนี้

  (7)

  (8)

  (9)

เมื่อ k คือสัมประสิทธิ์ความกว้างของขีดจ�ากัดควบคุม

3. การประมาณค่าความยาววิ่งเฉลี่ย (ARL) ด้วยวิธ ี
MCA ส�าหรับแผนภูมิควบคุม Arcsine EWMA Sign 
แบบไม่ใช้พารามิเตอร์

 ค่าความยาววิง่เฉลีย่ (ARL) คือจ�านวนค่าสงัเกตเฉลีย่ 

ท่ีต้องการตรวจสอบจนกระทั่งพบค่าสังเกตออกนอก

ขีดจ�ากัดควบคุมเป็นครั้งแรก แบ่งออกเป็น 2 กรณี คือ  
ค่ายาววิ่งเฉลี่ยเมื่อกระบวนการอยู่ภายใต้การควบคุม  
(In–Control Process) แทนด้วย ARL0 และเมือ่กระบวนการ 

ไม่อยูภ่ายใต้การควบคมุ (Out-of-Control Process) แทน

ด้วยสัญลักษณ์ ARL1

 การประมาณค่าความยาววิง่เฉลีย่ด้วยวธีิลกูโซ่มาร์คอฟ  
(MCA) นี้สามารถใช้ได้กับทุกการแจกแจงรวมถึงกรณี

ที่เราไม่ทราบการแจกแจงด้วย วิธีนี้เป็นการประยุกต์ใช ้

เมทริกซ์ผกผันมาใช้ในการประมาณค่า โดยก�าหนดค่า

สังเกต xj เมื่อ j = 1,2,...,n เป็นสถานะที่กระบวนการผลิต
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อยู่ภายใต้การควบคุม และเมื่อ j = n + 1 เป็นสถานท่ี 

กระบวนการผลิตไม่อยู่ภายใต้การควบคุม สามารถแทน

เมทริกซ์ความน่าจะเป็น Pij ได้ดังนี้

 Pij = (Xij = xj | Xt = xj) 

เมื่อ Pij คือความน่าจะเป็นของการเปลี่ยนสถานะจาก

สถานะที่ i ไปยังสถานะที่ j
จะได้ 

 

หรือ

 

 

และก�าหนดความน่าจะเป็นของการเปลี่ยนสถานะที่ i  
ดังสมการต่อไปนี้

 

เมื่อ

 Ri คือเมทริกซ์ย ่อยของ Pij สถานะ 1 ,2 , . . . ,n  
ขนาด n × n ในล�าดับที่ i 
 I คือเมทรกิซ์เอกลกัษณ์ (Identity Matrix) ขนาด n × n
 1 คือเวกเตอร์หนึ่ง ขนาด n × 1 
 0 คือเวกเตอร์ศูนย์ ขนาด 1 × n 
 1 คือสเกลาร์ที่มีค่าเท่ากับ 1
โดยที ่(I-Ri)1 คอืเวกเตอร์ความน่าจะเป็นของการเปลีย่น

สถานะที่ i ≤ n + 1 ในล�าดับที่ i 
 การประมาณค่าความยาววิ่งเฉลี่ย (ARL) ของวิธ ี
MCA จาก Lucas and Saccucci [6] ค�านวณได้ดังนี้

  (10)

เมื่อแทนค่า P(RL = i) = P(i)T – (R i–1 – R i)1 ใน 

สมการที่ (10) จะได้ค่า ARL ด้วยวิธี MCA ของแผนภูมิ

ควบคมุ Arcsine EWMA Sign แบบไม่ใช้พารามเิตอร์ ดงันี้

 

 

  (11)

เมื่อ P(i)T คือเวกเตอร์ความน่าจะเป็นเริ่มต้น ส�าหรับการ

ค�านวณค่า ARL ด้วยวิธี MCA สมการความน่าจะเป็น

ของการเปลี่ยนสถานะ Pij ของแผนภูมิควบคุม Arcsine 
EWMA Sign แบบไม่ใช้พารามเิตอร์ สามารถเขยีนได้ดังนี้

 Pij = P(LCLEWMAYi
 < EWMAYi

 < UCLEWMAYi
 |

 EWMAYi–1 = CLEWMAYi 
) (12)

ก�าหนดให้ในแต่ละช่วงย่อยท่ี j มีค่าขีดจ�ากัดควบคุมบน 
(hU) จดุก่ึงกลางช่วงย่อยที ่i (CL) และขดีจ�ากัดควบคมุล่าง  
(hL) ดังสมการต่อไปนี้

 

 

 

และแทน EWMAYi
 = (1–λ) EWMAYi–1

 ในสมการ (12)  
จะได้
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4. การประมาณค่ายาววิ่งเฉลี่ย (ARL) ด้วยวิธ ีMC 
ส�าหรับแผนภูมิควบคุม Arcsine EWMA Sign แบบ

ไม่ใช้พารามิเตอร์

 ค่าความยาววิ่งเฉลี่ย (ARL) ของการจ�าลองด้วยวิธี

การมอนติคาร์โล (MC) ค่า ARL สามารถค�านวณได้ดังนี้

  (13)

เมื่อ 

 RLt คือจ�านวนค่าสังเกตที่ถูกตรวจสอบจนกระทั่ง

พบค่าสงัเกตออกนอกขดีจ�ากัดควบคมุเป็นครัง้แรกในการ

จ�าลองข้องมูลครั้งที่ t
 n คือจ�านวนครั้งของการท�าซ�้า

ค่าเบี่ยงเบนมาตรฐานของค่าความยาววิ่งเฉลี่ย (SARL) 

  (14)

เวลาที่ใช้ในการประมวลผล (CPU Times)

  (15)

5. ผลการวิจัย

 การเปรียบเทียบเวลาที่ใช้ในการประมวลผล ของ

การประมาณค่าความยาววิ่งเฉลี่ย (ARL) ด้วยวิธีลูกโซ ่

มาร์คอฟ (MCA) ในงานวิจัยนี้ก�าหนดจ�านวนโหนด

เท่ากับ 500 โหนด และวิธีการจ�าลองมอนติคาร์โล (MC)  
มีจ�านวนรอบในการท�าซ�้าที่มีความแม่นย�า และมีความ 

คลาดเคลือ่นต�า่สดุ เท่ากับ 500,000 รอบ ทัง้นีก้ารก�าหนด

จ�านวนโหนด และจ�านวนรอบในการท�าซ�้าจะก�าหนดจาก

จ�านวนที่ต�่าท่ีสุดที่ท�าให้ค�าตอบของผลลัพธ์คงที ่ท�าการ

ประมวลผลโดยใช้โปรแกรม Mathematica ในระบบ

ปฏิบัติการ Microsoft Windows 7 ผลลัพธ์ที่ได้แสดง  
ดังตารางที่ 1–4

ตารางที่ 1 ค่าประมาณความยาววิง่เฉลีย่ และ CPU Times  
ของแผนภูมิควบคุม Arcsine EWMA Sign 
โดยวิธี MCA และวิธี MC เมื่อก�าหนดขนาด

ตัวอย่าง n = 5, p0 = 0.05 และ  ARL0 = 370

p0 δ
วิธีการประมาณค่า

MCA MC

0.05
(k = 0.5568)

0.00 370.279a (64.678)b 376.060a ± 0.531c 
(6840.630)b

0.01 31.888 (64.849)
31.855 ± 0.028 

(585.207)

0.02 13.202 (63.711)
13.181 ± 0.007 

(246.996)

0.03 8.482 (64.413)
8.466 ± 0.004 

(158.575)

0.04 6.377 (64.693)
6.369 ± 0.003 

(120.012)

0.05 5.187 (63.383)
5.178 ± 0.002 

(97.313)

0.15 2.173 (64.382)
2.170±0.001 

(43.899)

0.25 1.818 (65.162)
1.813 ± 0.001 

(39.078)

 a  คือค่าความยาววิ่งเฉลี่ย
 b  คือเวลาที่ใช้ในการประมวลผล (วินาที)
 c  คือส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน
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ตารางที่ 2 ค่าประมาณความยาววิง่เฉลีย่ และ CPU Times  
ของแผนภูมิควบคุม Arcsine EWMA Sign 
โดยวิธี MCA และวิธี MC เมื่อก�าหนดขนาด

ตัวอย่าง n = 5, p0 = 0.1 และ ARL0 = 370

p0 δ
วิธีการประมาณค่า

MCA MC

0.1 
(k = 0.5568)

0.00 370.279a (64.678)b 376.562a ± 0.532c 
(6753.190)b

0.01 49.290 (64.023) 49.361 ±0.052 
(1062.120)

0.02 18.841 (66.659) 18.844 ± 0.013 
(341.969)

0.03 11.517 (64.663) 11.526 ± 0.006 
(219.837)

0.04 8.379 (65.551) 8.394 ± 
0.004(162.085)

0.05 6.652 (63.586) 6.661 ± 0.003 
(135.284)

0.15 2.541 (65.708) 2.545 ± 0.001 
(52.417)

0.25 1.960 (65.785) 1.960 ± 0.001 
(42.822)

 a  คือค่าความยาววิ่งเฉลี่ย
 b  คือเวลาที่ใช้ในการประมวลผล (วินาที)
 c  คือส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน

ตารางที่ 3 ค่าประมาณความยาววิง่เฉลีย่ และ CPU Times  
ของแผนภูมิควบคุม Arcsine EWMA Sign 
โดยวิธี MCA และวิธี MC เมื่อก�าหนดขนาด

ตัวอย่าง n = 5, p0 = 0.05 และ ARL0 = 500

p0 δ
วิธีการประมาณค่า

MCA MC

0.05 
(k = 0.5848)

0.00 500.195a (64.382)b 505.016a ± 0.716c 
(8936.070)b

0.01 34.878 (63.477) 34.991 ± 0.031 
(1182.280)

0.02 14.019 (65.521) 14.048 ± 0.008 
(357.274)

0.03 8.935(64.038) 8.953 ± 0.004 
(171.320)

0.04 6.691 (63.555) 6.703 ± 0.003 
(126.907)

0.05 5.430 (63.258) 5.439 ± 0.002 
(104.052)

0.15 2.251 (65.115) 2.255 ± 0.001 
(45.709)

0.25 1.899 (63.913) 1.901 ± 0 (39.640)

 a  คือค่าความยาววิ่งเฉลี่ย
 b  คือเวลาที่ใช้ในการประมวลผล (วินาที)
 c  คือส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน

ตารางที่ 4 ค่าประมาณความยาววิง่เฉลีย่ และ CPU Times  
ของแผนภูมิควบคุม Arcsine EWMA Sign 
โดยวิธี MCA และวิธี MC เมื่อก�าหนดขนาด

ตัวอย่าง n = 5, p0 = 0.1 และ ARL0 = 500

p0 δ
วิธีการประมาณค่า

MCA MC

0.1
(k = 0.5848)

0.00 500.195a (63.134)b 505.055a ± 0.716c 
(10552.600)b

0.01 55.240 (63.430) 55.316 ± 0.059 
(1546.100)

0.02 20.248 (63.539) 20.219 ± 0.014 
(521.105)

0.03 12.229 (64.802) 12.248 ± 0.006 
(317.212)

0.04 8.850 (63.992) 8.864 ± 0.004 
(310.052)

0.05 7.005 (64.974) 7.017 ± 0.003 
(201.632)

0.15 2.666 (64.023) 2.672 ± 0.001 
(56.644)

0.25 1.987 (63.492) 1.987 ± 0 (42.338)

 a  คือค่าความยาววิ่งเฉลี่ย
 b  คือเวลาที่ใช้ในการประมวลผล (วินาที)
 c  คือส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐาน

6. อภิปรายผลและสรุป

 การประมาณค่าความยาววิ่งเฉลี่ยด้วยวิธี MCA 
นั้นเป็นวิธีท่ีให้ค่าประมาณท่ีแม่นย�า และยังใช้เวลาใน

การประมวลผลน้อย ซึ่งผลลัพธ์ที่ได้จากตารางที่ 1 ถึง 4  
แสดงการประมาณค่าความยาววิ่งเฉลี่ย ในกรณีเมื่อ

กระบวนการอยู่ภายใต้การควบคุมที ่(ARL0) เท่ากับ 370 
และ 500 ตามล�าดับ พบว่า ค่าประมาณความยาววิ่งเฉลี่ย 
(ARL) ที่ได้จากวิธี MCA และวิธี MC มีค่าประมาณใกล้

เคียงกัน แต่วิธี MCA ใช้เวลาในการประมวลผลประมาณ 
63 วินาที ซึ่งใช้เวลาในการประมวลผลน้อยกว่ามาก
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